Rekursive Funktionen

Man kann eine Funktiorf : A — B durch einen Term definieren, der selbst
Aufrufe von f enthalt.

Beispiel:

fakultat = function(n)if n = 0 then 1 elsen - fakultat(n — 1)

Dies bezeichnet man ailskursive Definition

Wie man formell den Wert einer rekursiv definierten Funktion (kurz:
rekursiven Funktion) bestimmt, sehen wiasgr.

Jetzt rechnen wir einfach aus:

fakultat(3) = 3-fakultat(2) = 3-2-fakultat(1) = 3-2-1-fakultat(0) = 3-2-1-1 =6
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Rodelheim

Beachte: Rekursion ist eine Quelle von Undefiniertheit:

Wenn
f = function(n)if n = 0then1 elsef(n + 1)

dannistf(0) = 1 und f(n) undefiniert tirn > 0. Also f : N — N, aber
D(f) ={0}.
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Mehr Rekursion

Die Fibonacci-Zahlen:

fio: N— N
fib = function(n)if n = 0then 1 else ifn = 1 then 1 elsefib(n — 1) + fib(n — 2)
Interpretation: fijn) = Hasenpopulation nach Monaten unter der

Annahme, dass Hasen jeden Monat einen Nachkommen haben, dies aber
erst ab dem zweiten Lebensmonat.

V541
9

fib(n) ~ (Yor )
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Nochmal 3n+1

g = function(n)if n mod2 = 0 thenn/2 else3n + 1
f = function(n)if n = 1 then 0 elsel + f(g(n))
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TUurme von Hanoi

Es gibt drei senkrechte &te. Auf dem ersten liegengelochte Scheiben
von nach oben hin abnehmendetGe.

Man soll den ganzen Stapel auf den dritten Stab transferieren, darf aber
Immer nur jeweils eine Scheibe entweder nach ganz unten oder auf eine
grol3ere legen.

Angeblich sind in Hanoi ein paar &fiche seit Urzeiten mit dem Fall
n = 64 befasst.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 57



L osung

Flurn = 1 kein Problem.

Falls man schon weil3, wie egrfn — 1 geht, dann schafft man mit diesem
Rezept die oberstem— 1 Scheiben auf den zweiten Stab (die unterste
Scheibe fasst man dabei als “Boden” auf.).

Dann legt man die @f3te nunmehr freie Scheibe auf den dritten Stapel und
verschafft unter abermaliger Verwendung der Vorschiiftf — 1 die
restlichen Scheiben vom mittleren auf den dritten Stapel.
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L Oosung in Pseudocode

Turm={1,2,3}

Befehle= {(i,7) | ¢,5 € Turm,¢ # j}

Befehlsfolge= {b | es gibtn so dass53 € Befehlé'}

Losung: N x Turm x Turm — Befehlsfolge

Losung= function(n, i, j)
Liefert Befehlsfolge zum Transfer vonScheiben von nachj
If + = 5 then leere Befehlsfolge
elseletk =6 —4i—jin

Losundn — 1,4, k)" (4,5) "Loésundn — 1, k, 5)

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann

59



Technik der Einbettung

Im Beispiel mussten wir eine allgemeinere Funktion rekursiv definieren.

Versuchen wir, nur die Funktion “verschiebe von 1 nach 2” zu definieren,
dann ergibt sich keine rekursiveésung.

Haufig muss man vor einer rekursiveiddung das Problem generalisieren.

Diese Technik bezeichnet man &ls\bettung
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Beispiele von Einbettung: Primzahlen

Man soll bestimmen, ob eine Primzabhl ist.

Gesucht istPrim nat — bool mit istPrim(n) = true gdw.,n prim.

IStPrim = function(n)if n = 0vn = 1 then false else iln = 2 then true else?
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Primzahlen

keineTeiler= function(n:nat, k:nat)bool
result Stellt fest, obn keine Teiler im Bereiclkt . ..n — 1 hat
If kK > n —1then true
else-(k | n) A keineTeile(n, k + 1)

IStPrim = function(n:nat)bool

n > 1 A keineTeilefn, 2)
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Beispiel: Binare Suche

Man soll ein Wort im Lexikon suchen.

suche: Lexikon x Wort — bool

suchél, w) = “w kommt inl vor”

Noch nicht detallliert genug.

Wir nehmen an, es gibt eine Funktion
ntesWort: Lexikon — Wort

die dasn-te Wort im Lexikon liefert.
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L 0sung eins: alle durchprobieren

sucheBis= function(l, w, n:nat)bool
If n = 0 then false else
sucheBigl, w,n — 1) V w = ntesWortl, n)
suche= function(l, w)
sucheBi¢l, w, anzahlWbrter(())
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L osung zwel: birare Suche

sucheVonBis= function(/, w, i:int, j:int)bool
If 7 > 5 then false else
If « = j then ntesWort/, i) = w else
letm = |(i+7)/2]in
let w,,, = ntesWortl, m) in
If w,,, = w then true else
if w kommt vor ntesWolt, m) then
sucheVonBi§l, w,i,m — 1)
elsesucheVonBi§l, w,m + 1, 7)
suche= function(l, w)
sucheVonBi§l, w, 1, anzahlWbrter(7))
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Abstiegsfunktion

Um festzustellen, ob eine rekursiv definierte Funktiondin Argument
definiert ist, kann man eine Abstiegsfunktion verwenden.

Sei
f:A— B
f = function(x)®(f, x)
eine rekursive Definition einer Funktigh: A — B.

¢ (f, ) bezeichnet hier den definierenden Term, der sovfohls auche
enthalt.

Sei A’ C A eine Teilmenge vorl und werde in®( f, x) die Funktionf nur
fur Argumentey € A’ aufgerufen.

Sei®( f, ) immer definiert, wen: € A’ und f(y) definiert ist fir alle
Aufrufe f(y) in ®(f, z).

Dann muss noch nicht unbedingt geltéhC D( f).
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Abstiegsfunktion

Sei nun zugtzlichm : A — N eine Funktion mitd” C D(m) mit der
folgenden Eigenschaft:

Im Term®(h, z) wird A nur fir solchey € A’ aufgerufen, iir die gilt
m(y) < m(x).
DannistA’ C D(f).

Man bezeichnet so eim als Abstiegsfunktion
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Beispiel Fakultat

fakultat(n:nat) = if n = 0 then 1 elsen - fakultat(n — 1)

Hier nehmen wird’ = nat undm(x) = .
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Beispiel keineTeller

keineTeiler= function(n:nat, k:nat)bool
pre Stellt fest, oln keine Teiler im Bereiclt ... n — 1 hat
if £ > n —1thentrue

else—k | n A keineTeiletn, k + 1)

Hier setzen wird” = nat x natundm(n, k) = if £ > n then0 elsen — k.
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Wohlfundierte Relationen

Definition SeiM eine Menge. Eine RelatioR C M x M ist wohlfundiert,
wenn es keine unendliche Folge, a-, as, ... von Elementen i/ gibt
sodassi; 1 Ra; fur alles > 1.

Ist R eine wohlfundierte Relation auf einer Meng€, so kann man anstelle
einer Abstiegsfunktiomn : A — N auch eine Abstiegsfunktion

m : A — M wahlen, derart dass(y) Rm(x) wennf(y) in ®(f, x)
aufgerufen wird.
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Beispiele

M =NundzRy < x < .

M =NundzRy < y=x+1

M =NxNund(z1,z2)R(y1,y2) © 1 < y1 Va1 =1y1 N To < yo.

Mit dieser wohlfundierten Relation kann man die Ackermannfunktion

rechtfertigen:

ackermann= function(z:nat, y:nat)nat
If £ =0theny + 1 else
If y = 0thenackermanfw —1,1)

elseackermantx — 1, ackermanf,y — 1))

Hier wahlen wir die Abstiegsfunktiom(x,y) = (z,y).
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Verschrankte Rekursion

Manchmal rufen sich zwei Funktionen gegenseitig rekursiv auf. Das ist
verschéankte Rekursion

Beispiel

gerade= function(x:nat)if x = 0 then true elseungeradér — 1)

ungerade= function(z:nat)if z = 0 then false elsegeradéxr — 1)

Es ist gerader) = (x mod2=0).
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Verschrankte Rekursion Uber kartesische Produkte

Man kann verschimkte Rekursion durch Produkte simulieren:

gerade/ungerade function(x:nat)bool x bool
If =0 then (true, false) else
let (¢, u) = gerade/ungerade — 1) in
(u, 9)

Stimmen die Quellen der beiden versahikt rekursiven Funktionen nicht
Uberein, dann muss man das Produkt der beiden Quellen nehmen.

Diese Simulation legt auch nahe, was von einer Abstiegsfunkiion f
verschankt rekursive Funktionen zu fordern ist.
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Induktionsbhewelise

So wie man eine Funktion rekursiv definieren kann, also durarckgriff”

auf andere (hoffentlich schon bekannte) Funktionswerte, so kann man eine
Behauptung dadurch beweisen, dass manisiaridere Elle als bereits
bewiesen voraussetztkursiver Bewels

Natirlich muss man dann argumentieren, dass die Kette der rekursiven
Ruckgriffe irgendwann abbricht, wozu sich wiederum die Abstiegsfunktion
anbietet.

Ein solcher rekursiver Beweis mit Abstiegsfunktion ist ein
Induktionsbeweis
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Induktionsprinzip

Sei
e R eine wohlfundierte Relation auf einer Meng#,
e m : A — M eine Funktion,
e P C Aeine Teilmenge von.
Falls fur allea € A qilt
“aistin P unter der Annahme, dass alle= A mit m(y) Rm(a) in P sind”

dann istP = A.
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Bewels des Induktionsprinzips

Aquivalente Formulierung der Bedingung:
“Falls a ¢ P dann existierty € A mit m(y)Rm(x) undy ¢ P”.

Ein einziges Gegenbeispiel¢Z P zieht also eine unendlich lange Kette von
Gegenbeispielen nach sich im Widerspruch zur WohlfundiertheitRion
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Induktion

Oftmals istA = Nundm(n) = nundzRy, fallsy = « + 1.
Hier muss mar® € P ohne Voraussetzungen zeigen.

Beia = y + 1 darf man abey € P schon voraussetzen.
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Beispiel

Behauptung: Jedes nur denkbare Verfahren zum Transferw@&theiben
braucht mindestern®® — 1 Befehle.

Sei P die Menge derjenigen Zahlenfur die das qilt.
0 € Pistklar, da2’ — 1 = 0.

Sei jetztn > 0. Irgendwann wurde die gfite Scheibe verlegt. Dazu aber
mussem — 1 Scheiben weggeschafft worden sein (auf den Hilfsstapel).
Nach Annahme kostet das mindestéfis! — 1 Befehle. Danach iissen
dien — 1 Scheiben auf die g3te verschafft werden: wiedgf ! — 1
Befehle. Insgesamt alsb 2"~ — 2 +1 = 2" — 1 Befehle.
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Beispiel

Seig = @ Beachtep? = ¢ + 1.

Behauptung: Es ist fin) = a¢™ + b(—¢) ™™ wobeia + b = 1 und
ap —b(1/¢) = 1.

Sei P die Menge den fur die das wabhr ist. Wir @hlenm(z) = x und
yRr &y < .

Esist0 € P und1l € P (Nach Def. voru, b; bei Zweifel nachrechnen)

Wennn > 2, dann

fib(n) = fib(n — 1) +fib(n — 2) = a1 + b(—¢) " +agp™ 2 +
b(—¢) " =ad™ (¢ + ) +b(=0) T (—¢ + ¢?) = ag™ +b(—¢) 7",
Alson € PundP = N.
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Kettenbruch und Kettenwurzel

Esist¢p? =1+ ¢, also(1/¢) = m, also

1

1

1—|—1Jr T
14+ 11
141

1/¢ =

AuBerderrub:\/1+¢,aIsoq5:\/1+\/1+\/1+\/1+....

Die Zahl¢ = Y51 heifit
/ 1/
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Pflasterung

Es gelte, eir2 x n Rechteck mit Dominos der GRe2 x 1 zu pflastern.
Behauptung: Die Anzahl der Mbglichkeiten, das zu tun baigt fib(n).
Sei P die Menge den, fur die das qilt.

Sein fest aber beliebig vorgegeben. Wenr< 1, dannn € P.

Wennn > 1, dann gibt es zwei Kglichkeiten, die linke obere Eckeu
pflastern. Entweder mit einem senkrechten oder mit einem waagrechten
Domino. Im ersten Fall bleibt ein Rechteck detdGe2 x (n — 1) zu
pflastern. Dan — 1 € P gibt es daiir fib(n — 1) Moglichkeiten. Im anderen
Fall ist man gezwungen auf die linke untere Ecke auch ein waagrechtes
Domino zu legen—es bleibt ein Rechteck dedGe2 x (n — 2), welches
man auf fign — 2) Arten pflastern kann.

Insgesamt hat man also fib— 1) + fib(n — 2) = fib(n) Moglichkeiten und

esistn € P.
4HOhere Machte befahlen: Linke obere Ecke schwarz males @R POLKE)
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Exponentiation

exp = function(z:real, n:nat)real
If n=0then1
elsen geradehen exp(z, n div 2)?

elseexp(z,n div 2)? - x

Hier istn div 2 die ganzzahlige Division, z.B5,div 2 = 2.

Man beweise: exgx,n) = z™.
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Polymorphe Funktionen

Manchmal gestattet ein Term mehrere Typisierungen. Man kann ihm dann
einen Typ mit Typvariablen zuweisen.

Typvariablen bezeichnen wir mit griechischen Buchstabges, .
Ein Typ mit Typvariablen heifldolymorpher TygauchPolytyp.
Ein Typ ohne Typvariablen heil3t auaimnomorpher TyauchMonotyp.

Beispiele:

erstes a x 8 — «

erstes= function(zx, y)x

tausch: a x 8 — 8 x «

tausch= function(z:«, y:08)(y, =)
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Polymorphe Funktionen

Man kann eine polymorphe Funktiongn typ — typ’ mit einem Argument
x aufrufen, falls es eine Ersetzung der Typvariabletypgibt, sodass der
Typ vonx herauskommt.

Das Ergebnis des Aufrufe§x) hat den den Typ, der sich durch dieselbe
Ersetzung der Typvariablen tgp’ ergibt.

tausch7,13) = (13,7) : nat x nat
tausclitrue, —13) = (—13,true) : int x bool

tauschi3.14, false) = (3.14, false) : real x bool
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Funktionen hoherer Ordnung

Wir haben schon gesehen, dass Funktionen als Argumente anderer
Funktionen auftretendnnen.

Funktionen Knnen auch als Wert ziickgegeben werden:

plus= function(x)

function(y)z + vy

plus2) = function(y)y + 2, also die Funktion “addiere zwei dazu”.
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Funktionen hoherer Ordnung

Allgemein kann man zu jeder Funktion

fr:typy X oo X typ, — typ
eine Funktion
fotyp — typ, — - = typ, — typ
definieren durch
fo = function(z; )function(zs) ... function(z, ) fi(z ..., z,)
Esist
foxixo ...y = f1(x1,...,2p)
Wir bezeichnery, als dasCurryingvon f; und f; als dasJncurryingvon

f2. (Nach dem Logiker ASKELL CURRY (1900-1982))

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann

86



Funktionen hoherer Ordnung

CURRY (1900-1982) BHONFINKEL

Schonfinkel gilt als der eigentliche Erfinder des “Currying”.
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lteration und Komposition

iteriere= function(f:a — o, z:a, n:nat)«
If n = 0 then x elseiterierq f, f(x),n — 1)

Esist
iterierq f, x, n) :\f(f(f(...i(x)...)

n Mal

Andere Notation: iteriergf, x,n) = f(x).

komponiere= function(g:8 — v, f:a — B)a — v
function(xz:a)g(f(x))

Andere Notation: komponie(e, f) = g o f.
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Noch ein Beispiel zur Induktion

Seienf : A — Bundg : B — A beliebige Funktionen.

Fur allen ist

g(iterierg komponier¢f, g), x,n)) = iterierg komponierég, f), g(z),n)
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