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Aufgabe 15: (Skolemisierung und Resolution) [Papier, 3 Punkte] F�uhren
Sie folgende Formeln unter Einf�uhrung geeigneter Skolemkonstanten in Pr�anex-
Form �uber:

1. (∃y :τ.∀x :τ ′.R(x, y)) ⇒ (∀x :τ ′.∃y :τ.R(x, y))

2. ¬((∃y :τ.∀x :τ ′.R(x, y)) ⇒ (∀x :τ ′.∃y :τ.R(x, y)))

Eine dieser Formeln ist allgemeing�ultig. Zeigen Sie das durch Resolution.

Aufgabe 16: (Unifikation) [Papier, 2 Punkte] Eine Substitution σ ist ei-
ne endliche Abbildung von Variablen auf (evtl. o�ene) Terme, geschrieben
als {t1/x1, . . . , tn/xn}. Der De�nitionsbereich der Substitution ist dom(σ) =

{x1, . . . , xn}.

Die Anwendung tσ einer Substitution σ auf einen Term t sei die gleichzeitige
Ersetzung der Variablen x1, . . . , xn durch ihre Werte t1, . . . , tn in t. Eine Sub-
stitution σ ′ ist allgemeiner als σ, geschrieben σ ′ ≤ σ, falls es eine Substitution
σ0 gibt, so dass f�ur alle Terme t gilt (tσ ′)σ0 = tσ. In diesem Fall heisst σ spezi-
eller als σ ′. (Zum Beispiel sind {f(g(z))/x} und {f(z)/x, c/y} echt spezieller als
{f(z)/x}, wohingegen {f(y)/x} und {f(y)/x, z/v} zwar auch spezieller sind, aber
nicht echt.)

Der allgemeinste Uni�kator zweier Terme s und t ist die allgemeinste Substi-
tution σ, so dass sσ = tσ.

Finden Sie, falls existent, den allgemeinsten Uni�kator der Terme s und t. Dabei
seien x, y, z, w, und v Variablen, alle anderen Buchstaben Funktionssymbole.

1. s = h(a, x, f(g(y))) und t = h(z, f(z), f(v)).

2. s = p(x, f(x)) und t = p(f(y), y).



Aufgabe 17: (Unifikations-Algorithmus) [Papier, 9 Punkte]

Ein Uni�kationsproblem U = (S | σ) ist eine Menge S von Termpaaren, ge-
schrieben {

s1

t1
, . . . ,

sm

tm

}
,

zusammen mit einer Substitution σ. Dabei gelte die Invariante dass keine
freie Variable (geschrieben FV(. . . )) eines der Terme in S in dom(σ) sei. Eine
Substitution σ ′ l�ose S, falls siσ

′ = tiσ
′ f�ur i = 1, . . . ,m. Eine L�osung von U

ist eine Substitution σ ′ ≥ σ die S l�ost.

Ein Uni�kationsproblem wird vereinfacht durch folgende Reduktionen.

(triv)
({x

x

}
] S | σ

)
−→ (

S | σ
)

(var)
({x

t

}
] S | σ

)
−→ (

S(x := t) | σ(x := t)
)
, wenn x 6∈ FV(t)

(var')
({

t

x

}
] S | σ

)
−→ (

S(x := t) | σ(x := t)
)
, wenn x 6∈ FV(t)

(fun)
({

f(s1, . . . , sn)

f(t1, . . . , tn)

}
] S | σ

)
−→

({
s1

t1
, . . . ,

sn

tn

}
] S | σ

)

Dabei bedeutet S(x := t) die Ersetzung von x durch t in allen Termen von S.
Und f�ur eine Substitution σ de�nieren wir (wobei wir x 6∈ dom(σ) voraussetzen)

σ(x := t) =

{
t

x
,
t1(x := t)

x1
, . . . ,

tn(x := t)

xn

}
falls σ =

{
t1

x1
, . . . ,

tn

xn

}
.

Eine zul�assige Reduktionsfolge ist z. B. (wir sparen uns die Mengenklammern):
(

h(x, f(g(z)))

h(f(y), x)
| ∅

)
−→

(
x

f(y)
,
f(g(z))

x
| ∅

)
−→

(
f(g(z))

f(y)
|
f(y)

x

)

−→
(

g(z)

y
|
f(y)

x

)
−→

(
∅ |

g(z)

y
,
f(g(z))

x

)

(Achtung! Im Gegensatz zur in der Vorlesung vorgestellten Uni�kation k�onnen
oberer und unterer Term gemeinsame Variablen haben an.)

1. Testen Sie den durch das Reduktionssystem gegebenen Uni�kationsalgo-
rithmus and den Problemen der letzten Aufgabe. Im Klartext: Reduzieren
sie das entsprechende Uni�kationsproblem (s/t | ∅), bis keine weiteren
Reduktionen mehr m�oglich sind.

2. Beweisen Sie: Jede Reduktion erh�alt die Invariante, also gilt Sσ = S in
jedem Zustand U = (S | σ). (Dabei sei Sσ die punktweise Anwendung von
σ auf alle Terme in S.)



3. Beweisen Sie: (Korrektheit) Wenn U1 −→ U2, dann ist jede L�osung von
U2 auch L�osung von U1. (Hinweis: Benutzen Sie die Invariante!)

4. Beweisen Sie: (Vollst�andigkeit) Wenn U1 −→ U2, dann ist jede L�osung
von U1 auch L�osung von U2.

5. Beweisen Sie: Wenn (S | ∅) −→∗ (∅ | σ) so ist σ der allgemeinste Uni�kator
f�ur das Problem S. (Hierin ist −→∗ die reexiv-transitive H�ulle von −→.)

Aufgabe 18: [SPASS, 6 Punkte] SPASS ist ein automatischer Beweiser f�ur
Pr�adikatenlogik mit Gleichheit (equal). Die Eingabedatei besteht aus der Spra-
che (list_of_symbols), einer Menge von Axiomen (list_of_formulae(axioms))
und einer Menge von Behauptungen (list_of_formulae(conjectures)), die
von SPASS durch Resolution bewiesen werden sollen. Ein Beispiel �nden Sie
auf den Webseiten der Vorlesung.

Aufgabe: Formalisieren eine Gruppe durch die Axiome Assoziativit�at (x · (y ·
z) = (x · y) · z), Links-Inverses (x · x−1 = e), und Links-Eins (x · e = x). Z.B.
ist Letzteres in SPASS-Syntax:

formula(forall([x],equal(times(x,e),x))).

Lassen Sie SPASS die Aussagen Rechts-Inverses und Rechts-Eins beweisen.

Abgabe: bis Dienstag, 15.11., 18.00 Uhr im Sekretariat (Z1.05) oder bei
Andreas Abel im B�uro (D1.09). Abgabe am Montag, 26.11.2007 in der �Ubung.
Elektronische L�osungsteile per Mail an abel@informatik.uni-muenchen.de.


