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Einsatzbedingungen automatischer Beweiser

Logik als qualitatives ,, Rechnen”:

e Allgemeine Aussagen iiber Objekte verfiigbar

e Abspeichern aller moglicherweise benétigten Kombinationen auf Grund des Um-
fangs nicht moglich

= Berechnung des Ergebnisses zur Laufzeit (nach Bedarf) notwendig.
Beispiele:
e Deduktive Datenbanken

e Automatisches Beweisen mathematischer Satze



Typische Probleme

Ist eine Wissenbasis (ein Axiomensystem) konsistent (widerspruchsfrei)?
Hat eine Aussagenmenge ein Modell?
Ist eine Aussage allgemeingiiltig?

Wichtige Anwendung:
Wie l&sst sich die Sicherheit (,, Safety") von Systemen gewahrleisten?
= Formale Verifikation von Software und Hardware



Informelle Argumentationen und Giiltige Aussagen

Sokrates ist ein Mensch. Sokrates ist sterblich.
Alle Menschen sind sterblich. Sokrates ist ein Mensch.
Sokrates ist sterblich. Alle Menschen sind sterblich.

Wenn jeder Arme einen reichen Vater hat, dann
gibt es einen Reichen mit einem reichen GroBvater.

P und @ seien 2-stellige transitive Relationen.
P U () sei total und () sei symmetrisch.

P ist total oder () ist total.



Rolle der Logik

Ziel: Formalisierung von Argumentation

Mittel:

e Formale Sprache

e Interpretation

e Folgerungsbegriff

e Berechnungsverfahren

e Formalisierung und Riickiibersetzung



Aussagenlogik

Syntax und Semantik der Aussagenlogik, Gesetze, Normalformen
Folgerungsbegriff

Beweisverfahren

— semantisch orientierte Verfahren

* Wahrheitstafelmethode

+ Semantische Bdume (Davis/Putnam-Verfahren)
— Bin&re Entscheidungsdiagramme (BDDs)

Logikkalkiile (beweistheoretische Verfahren)

— Frege/Hilbert-Kalkiile
— Sequenzen-Kalkiil

— Tableaukalkiil

— Resolutionskalkiil

Komplexitatsaspekte



Pradikatenlogik

Einfiihrung, Syntax und Semantik der Pradikatenlogik
Gesetze, Normalformen
Folgerungsbegriff

Beweisverfahren, vertieft auf Pradikatenlogik

— Tableauverfahren
— Resolution

Implementierungsaspekte

Beweiser (SETHEO, DCTP, E)

Problemsammlung (TPTP)



Syntax der Aussagenlogik

Alphabet einer Aussagenlogik:

e Eine unendliche Menge {p1,p2, ...} von aussagenlogischen Variablen.

e Eine Menge von Konnektiven wie =, A, V, —, <>, T und _L mit Stelligkeiten wie
folgt: O-stellig: T und L, 1-stellig: =, 2-stellig: A, V, —, <.

Eine atomare aussagenlogische Formel ist eine aussagenlogische Variable.

Die Menge der aussagenlogischen Formeln P fiir ein aussagenlogisches Alphabet A
ist die kleinste Menge, fiir die gilt:

1. P enthalt alle aussagenlogischen Variablen von A und alle O-stelligen Konnektive.

2. Wenn F' € P, dann auch —F'.

3. Fiir alle zweistelligen Konnektive o und F,G € P gilt (FFoG) € P.



Semantik der Aussagenlogik

Interpretation/Belegung: Eine Interpretation oder Belegung fiir eine Aussagenlogik
P mit Variablenmenge V ist eine Abbildung ¢ : V — {w,f}, wobei {w,f}
Wahrheitswertmenge heisst.

Fortsetzung einer Interpretation ¢ auf P wie folgt:

L. o(T)=w, (L)=T1.

2. 1(—F) =w falls «(F) = £, ansonsten f

3. t((FAG)) =w gdw «(F) = «(G) = w, ansonsten f
4. 1((FV Q) = t(~(=F A=G))

5. t((F = G)) = «((~F V G))

6. «(F = G)) =u((F—G)A(G—F)))



Modellbegriff, Allgemeingiiltigkeit, Erfiillbarkeit

Eine Interpretation/Belegung ¢ erfiillt eine Formel F', wenn ((F') = w, eine erfiillende
Belegung heisst auch Modell der Formel.

Eine aussagenlogische Formel F' ist

e erfiillbar, wenn sie ein Modell hat
e unerfillbar, wenn sie kein Modell hat.

e allgemeingiiltig oder eine Tautologie, wenn alle Interpretation Modelle sind

Wichtiger Satz: F' ist allgemeingiiltig < —F' unerfiillbar ist.



Folgerungsbegriff

Beim logischen Argumentieren schliessen wir aus einer Reihe von Annahmen
A1, Ao, ..., A, auf eine Formel F', in Zeichen:

Al Ay -+ A,
F

Andere Aussagen (Theoreme) folgern wir aus der leeren Annahmenmenge, zum
Beispiel :

(F\/—lF)

Die nachfolgende Definitionen von ... = ... (und die im Abschnitt Kalkiile folgende
Definition von ... ...) stellen ebenfalls einen Bezug zwischen Annahmen (linke
Seite) und Folgerungen (rechte Seite) dar.
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Semantischer Folgerungsbegriff

e Eine Formel(menge) A folgt (semantisch) aus einer Formel(menge) I', in Zeichen

IE=A

gdw jede Interpretation ¢, die (alle Formeln in) T" erfiillt, auch (alle Formeln in)
A erfiillt. (¢ muss dabei fiir alle Variablen in I" oder A definiert sein.)

e Die leere Formelmenge wird damit von jeder Interpretation erfiillt, man kann sie
also durch die die Formel T ersetzen.

e Falls F' aus der leeren Annahmenmenge folgt (abgekiirzt: = F'), dann ist F
allgemeingiiltig.
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Eigenschaften des Semantischen Folgerungsbegriffs

Seien I'; A Formelmengen und

Th(A):={F | Ak F)

d.h. die Menge der (semantischen) Folgerungen aus A.

Dann gelten folgende Eigenschaften fiir den Folgerungsbegriff:

e ACT' = Th(A) CTh(I') (Monotonie)
e Th(Th(A)) =Th(A) (Idempotenz)

e A CTh(A)
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Anwendung der Begriffe /Formalisierung

Natiirlichsprachliche Argumentation:

Eine notwendige Bedingung einer Reisekostenerstattung ist die fristgerechte
Antragsstellung. Die Frist ist abgelaufen. Es ist daher keine Reisekostenerstattung
moglich.

Formalisierung der Argumentation in Aussagenlogik:
p := Reisekostenerstattung

q := fristgerechte Antragstellung

pP—4q
q

-p

Umgesetzt mittels des semantischen Folgerungsbegriffs: {p — ¢, ¢} = —p
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Deduktionstheorem der Aussagenlogik

Zusammenhang zwischen dem (semantischen) Folgerungsbegriff und der (materia-
len) Implikation (bzw. der (mat.) Aquivalenz):

Fiir die semantische Folgerung einer Formel F' aus einer Formel G gilt in der
Aussagenlogik:

GEF =3 =G — F
Die Formeln F' und G heissen semantisch dquivalent (in Zeichen F' = (), gdw
FEG und GEF

bzw.(mit Deduktionstheorem)

=F «— G
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Zentrale Probleme der Aussagenlogik
Beweis der Erfiillbarkeit einer Formel

Gegeben eine aussagenlogische Formel F':

o /eige, dass F' erfiillbar ist.
e Gebe ein Modell ¢ fiir F' an. (Belegung ¢ als Zeuge/Beweisobjekt)
e Probleme sind NP-vollstandig.

Beweis der Allgemeingiiltigkeit/Unerfiillbarkeit einer Formel

Gegeben eine aussagenlogische Formel F:
e /eige, dass F' allgemeingiiltig ist.

e /eige, dass —F' unerfiillbar ist.

e Probleme sind coNP-vollstandig.

e Gibt es immer , kurze” Beweise fiir Allgemeingiiltigkeit/Unerfiillbarkeit?
Wenn nein, dann gilt: NP # coNP, und damit P £ NP.
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Wahrheitstafelmethode

Aufgabe: Entscheidung der Erfiillbarkeit einer Formel

e Am Beispiel ( es_regnet — strasse_nass ) A — strasse_nass
e /ur Abkiirzung: r = es_regnet, n = strasse_nass
e Erstellen einer Tafel mit allen Belegungen

e , Auswerten” der Formel fiir jede Belegung

r{ni|( r — n ) A = n
W | w W W W f f w
w | f w f f f w f
f | w f w w f f w
f | f f w f w w f

Effizienz des Verfahrens
e Jeder einzelne Auswertungsschritt ist linear (Zeit) in der Grésse von F
e Die Anzahl der Zeilen ist exponentiell in der Anzahl der Variablen von F

e Platzbedarf: naiv exponentiell, linear bei Wiederverwendung von Zeilen
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Normalformen

,Standarddarstellung” fiir logische Formeln

Berechnung von zentraler Bedeutung fiir das automatische Beweisen
erlaubt die Erkennung und Beseitigung von Redundanzen

Manche Inferenzregeln verlangen Eingaben in einer Normalform

Nachtelle:

— Die urspriingliche Gestalt der Formel und die so kodierte Information kénnen
bei der Normalformerzeugung verloren gehen
— Die Grosse der Formel kann u.U. stark anwachsen
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Literale und Klauseln, Klammerregeln

Literal: eine Aussagenvariable oder eine negierte Aussagenvariable.
Komplement: eines Literals (~L) bezeichne die jeweils andere Form.
Klausel: Disjunktion von n Literalen (n = 0 zugelassen)

Leere Klausel: (in Zeichen: OJ) O Literale, enspricht L

Einerklausel: 1 Literal

Vollkonjunktion:  Konjunktion aus Literalen, wobei jede Variable
(einer endlichen Menge V) genau einmal vorkommt.

Klammerregeln:

e Mit der Vereinbarung einer abnehmenden Bindungsstarke von —, A, V, —, <
konnen in vielen Fallen Klammern weggelassen werden. Beispiel: ((p A q) V 1)
kann auch als (p A ¢ V ) notiert werden.

e Durch die Assoziativitat von A und V konnen entsprechend alle inneren Klammern
der Klauseln weggelassen werden.

e Ebenso konnen die dussersten Klammern weggelassen werden.
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Definitionen (leere Ausdriicke)

Bei einigen der folgenden Beweisverfahren erhdlt man durch Streichen von Literalen
und Klauseln eventuell leere Klauseln und leere Konjunktionen. Die folgenden
Definitionen befassen sich mit diesen Fallen.

e Die leere Konjunktion hat den Wahrheitswert w, da bei einer Konjunktion
C=ciN...Nc, gilt:
C=wgdwfirallec(l1<i<n):¢=w

Fir n = 0 ist dies trivialerweise erfillt.

e Die leere Disjunktion hat den Wahrheitswert f, da bei einer Disjunktion D =
diV...Vd, gllt

D=wgdwesgibteind;(1<i<n):d;=w
Fir n = 0 kann dies trivialerweise nicht eintreffen.

e Als Folge davon hat die leere Klausel ([J) den Wahrheitswert f, und ebenso jede
Klauselmenge, die die leere Klausel enthalt.
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Normalformen

Eine Formel F' ist in Negationsnormalform (NNF), wenn das Negationszeichen nur
als Teil eines Literals in F' vorkommt

Beispiel: —=(p V q) ist nicht in NNF, (=p A —q) ist in NNF.

Konjunktive Normalform (KNF): Formel ist eine Konjunktion von Disjunktionen von
Literalen.

Formal: seien L; ; die Literale von I, dann hat F die Gestalt A[_, (\/;Z; L ;)

Beispiel: p AT, pVr, ((pVgqg) A(pV —r)), nichtin KNF: (pAq)V (pA-r)),
(pVa)A(pVI(gAT)))

Disjunktive Normalform (DNF): Formel ist eine Disjunktion von Konjunktionen von
Literalen

Formal: seien L; ; die Literale von F, dann hat F die Gestalt \/;_ (A}, L ;)

Beispiel: pAq, pVq, ((pAq)V (pA—q)). Nichtin DNF: (pAq)V(pA(qgVr)))
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Normalformen (2)

Kanonische Disjunktive Normalform (KDNF): Formel ist eine Disjunktion von Voll-
konjunktionen von Literalen

Formal: \/?:1(/\?:1 L; ;)

Beispiel: (pAq)V (pA—q)V (—p A q)) ist in KDNF, wenn die Menge der Aussa-
genvariablen {p, q} ist.

Formeln in KNF oder DNF kann man auch als Mengen von Mengen von Literalen
notieren.

Beispiel: (pAg)V(PA=q)V(—pAQq))
wird zu {{p,q};{p,~q},{-p,q}}
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Erzeugungsschema DNF / KNF

Mittels der Wahrheitstafelmethode

e Fiir die Formel wird die Wahrheitswertetafel aufgestellt

e Fiir die Erzeugung der DNF

— Nimmt man die Zeilen, die zu w auswerten und

— erzeugt fiir diese Zeilen je eine Konjunktion

— mit w belegte Variable werden positiv ibernommen
— mit f belegte Variable werden negiert libernommen

e Fiir die Erzeugung der KNF

— Nimmt man die Zeilen, die zu f auswerten und

— erzeugt fiir diese Zeilen je eine Disjunktion

— mit w belegte Variable werden negiert libernommen
— mit f belegte Variable werden positiv iibernommen

22



Erzeugungschema (Beispiel)

Gegeben sei die Formel ' mit der Wahrheitstafel

p q 1 |F p q 71| F
w w w| f w w f| f
w f wiiwl|w f f|w
f w w| f f w | f
f f w| f f f f|w

ergibt als KDNF-Formel: (p A—g A7)V (pA—=gA—=r)V (=pA—gA -r)
bzw. vereinfacht: (p A —=q) V (—p A =g A =)

oder als KNF-Formel:
(mpV =gV -r)AN(—pV-gVr)A(pV-gV-r)ANpV-gVr)A{pVgV-r)

bzw. vereinfacht: —q A (p V —r)
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Erzeugung KNF (11)

Das Verfahren mit den Wahrheitswerten bietet sich nur fiir Formeln mit wenigen
Variablen an. Allgemeiner verwendbar ist folgende Methode der systematischen

Umformung (hier fiir KNF):

1.

Man beseitige alle Operatoren auBer V, A und — durch dquivalente Ausdriicke

mit diesen drei Operatoren

Man ersetze jedes Vorkommen einer Teilformel der Form
——F durch F

—~(F'VG) durch (=F A-G)
—~(FANG) durch (=FV-G)
bis keine solche Teilformel mehr vorkommt

Man ersetze jedes Vorkommen einer Teilformel der Form
(FV(GANH)) durch ((FVG)A(FVH))

(FANG)VH) durch ((FVH)AN(GVH))
bis keine solche Teilformel mehr vorkommt

Die resultierende Formel ist in KNF.

24



Erzeugung KNF Il (Beispiel)
Gegeben sei folgende Formel F':

(pV—gq) —r

Wir formen F um:

(pV—q) —r
—(pV —q)Vr Beseitigung von —
(-p A —-—q) Vr deMorgan
(mpAq) VT DoppelNegation
(=pVr)A(gVT) Distributivitat

und wir haben die zu F' aquivalente KNF
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Komplexitit der NF-Transformation (Beispiel)

Gegeben sei F'= (G < (H < 1))

G (H—I)A(I — H))

G (mHVI)AN(—-IV H))
(G—=("HVIH)ANHIVH))AN[((-HVI)AN(-IV H))— G))

(= GV(mHVDOHNCIVH)AN((HA=T)V (I N-H))VG])
(mFGV-HVIOANGV-IVH)AN[((HA-L)VI)N(HAN-I)V-H)VG))
(=GV=HVI)AN(-GV-IVH)AN[(HVI)AN(=IVI)N((HV-H)N(—IV-H))VG]

(m-GV-HVI)AN(-GV-IVH)NHVIVG) N(-IV-HVG))

N—"

Fiir das Formelschema (F} < (F5 <> (... F},))) entsteht damit nach Reduktion der
Tautologien eine Formel mit 27~ ! Elementen der Linge n.

(Die Vermutung, dass es sich dabei um die kiirzeste dquivalente KNF handelt, bleibt
zu beweisen.)
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Komplexitat der NF-Transformation

Satz: Im allgemeinen gibt es zu einer beliebigen Formel F' nicht immer eine logisch
aquivalente Formel in Klauselnormalform polynomieller Grosse.

Durch die Einfiihrung von Abkiirzungen kann jedoch eine Formel (die neue Variablen
enthdlt) mit linearer (Aussagenlogik) bzw. quadratischer (Pradikatenlogik) Grosse
gefunden werden.

Satz: Die Transformation erhalt Erflillbarkeit und Unerfillbarkeit.
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Einfiihrung von Abkiirzungen

Ist die Formel nicht atomar, fiihre eine Abkiirzung (= neue Variable) fiir die
Formel ein und hange die Definition der Abkiirzung an eine Liste an. Die
entstandene Hauptformel ist jetzt in KNF (ohne die Liste).

Ist die Liste leer, hat das Verfahren terminiert, falls nicht, betrachte die erste
Definition der Liste. Treten innerhalb der Definition komplexe Teilformeln auf,
ersetze jede dieser (maximal 2) auftretendenen komplexen Teilformeln durch neue
Variablen und fiige die entsprechenden Definitionen an die Liste an.

Bilde die KNF-Form der ersten Definition der Liste

Konjugiere diese KNF-Formel mit der Hauptformel zur neuen Hauptformel und
|6sche die Definition aus der Liste.

Fahre mit der Bearbeitung der Liste fort.
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Komplexitit der NF-Trafo (Beispiel)

Gegeben sei die nichtatomare Formel F' := (G < (H < I))
Wir definieren eine neue Variable R; und fiigen die Definition

Ry = (G < (H < 1))

in eine Liste ein. Die Hauptformel ist jetzt R;. Wir nehmen die erste Definition der
Liste und ersetzen nichtatomare Teilformeln (auf der rechten Seite, d.h. in der Box)
durch neue Definitionen. Die erste Definition der Liste lautet jetzt

R <] (G« R) |,

die zweite Definition lautet

Entsprechend der Liste der KNF Umformungen ersetzen wir die (erste) Definition
durch ihre KNF Form:
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((7R1V =GV Ry) A (=R1 V =Ry V G)A
(GV RyV Ry) A (—RayV -GV Ry)),

konjugieren diese Formel mit der Hauptformel und l6schen die Definition aus der
Liste.

Im nachsten Element der Liste kommen keine komplexen Teilformeln mehr vor. Wir
erzeugen die KNF Form dieser Definition:

(mRyV—-HVI)AN(—RyV—IV H)A
(H\/I\/RQ)/\(_'I\/_‘H\/RQ))

Wir konjugieren diese Formel mit der Hauptformel und loschen sie aus der Liste.
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Das Ergebnis unserer Umformung (die Hauptformel) lautet:

(Ry A (mR1 V-GV Ry) A (~R1V-RyVG)
(GV RyV Ri) A (~RyV -GV Ry)
(mRoeV-HVI)A(—RyV IV H)
(H\/I\/RQ)/\<_|I\/_'H\/R2))

Die Liste ist leer, das Verfahren hat terminiert.

A
A
A
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Liste der KNF Umformungen

Bei der Einfiihrung von Abkiirzungen nehmen wir auf folgende Umformungen Bezug:

Rz‘ < (F1 < FQ)

(R —F VA
(—=R; V Fy V —Fy)A
(Rz VvV F1V FQ)/\
(Rz V —F] V —lFQ))

Rz’ < (Fl — Fg)

(mR; V —=F V Fo)A
(R; V F1) A (R; V —Fy))

Ri A (F1 A\ FQ)

((Rz V =k V —|F2)/\
(—R; V F1) A (—R; V Fy))

R; <« (Fl V FQ)

((—IRZ V Fy VvV Fg)/\
(R; V —F1) A (R; V —F3))

(mR; V—F1) A (R; V FY))
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NF Komplexitat (Abschatzung)

Eine komplexe Formel wird durch ein Zeichen ersetzt

Jedes Bikonditional wird durch eine KNF Formel aus 12 Zeichen ersetzt

Jedes Konditional, Disjunktion oder Konjunktion wird durch eine KNF Formel

aus 7 Zeichen ersetzt

Jede Negation wird durch eine KNF Formel aus 4 Zeichen ersetzt
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Als Beispiel betrachten wir das Formelschema

n | Zeichen ohne Abk. | Zeichen mit Abk.

2(n=1) . 1+ (n—1)-12
2 21.2 =4 1+12=13
3 22.3 =12 1+ 24 =25
4 23 .4 =32 1+ 36 =37
5 24.5 =280 1+ 48 = 49

10 29.10 = 5120 14108 =109




Kleinste Normalform

Notiert man in einer Interpretation jede Variable als Bindrzahl (z.B. '0" falls «(p) = f
und '1’ falls ¢(p) = w ) und legt man auf den Variablen eine Ordnung fest, so kann
man jede Interpretation als Binarzahl formulieren.

Jetzt lasst sich die Menge aller Interpretationen partionieren: In einer Menge liegen
alle Interpretionen mit einer geraden Anzahl von '1’, in der anderen Menge mit
ungerader Anzahl von '1’. Beide Mengen haben den Umfang von 2"~ ! Elementen.

Da sich in beiden Mengen jedes Element mindestens in zwei Werten der Variablen von
jedem anderen Element in der Menge unterscheidet, konnen in beiden Mengen keine
Elemente zusammengefasst werden (wie z.B. (pAq)V (pA—q) zu p zusammengefasst
werden kénnen). Die disjunktive Normalform muss daher 271 Elemente enthalten
(analog konjunktive Normalform).
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Frege/Hilbert-Kalkiile
Logikkalkiil = Nichtdeterministischer Algorithmus fiir Giiltigkeit/Unerfiillbarkeit
Axiomatische Kalkiile: Axiome und Inferenzregeln
Beispiel: Kalkiil von Lukasiewicz fiir {—, —}:

Axiomenschemata:

(A1) (P —¥) = (¥ —X) = (2 —X))
(As) (- — D) — D
(As3) P — (=P — )

Inferenzregel (Modus Ponens):

o -V
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Beispielherleitung im Hilbert-Kalkiil

Herleitung der Formel p — p im Kalkiil von Lukasiewicz:

(1) (p— (=p —p)) = (((7p — p) = p) = (p = D))
(2) p— (=p—p)

(3) ((=p —p) = p) = (p— p)

(4) (-p—p) —p

(5) p—D



Sequenzenkalkiil (Gentzen)
»Natiirliche” Kalkiile (Gentzen, 1934):

e Natiirliche Deduktion

e Sequenzenkalkiil

Natirlichkeit:

e Keine kiinstlichen Axiome

e Natiirlichkeit der Regeln

Sequenz: oo B Gy, Gy

Ante;edens Sukzzdens

= unter den Annahmen Fi,..., F),, gilt eine der Formeln G;

- (FiA---ANFp) — (G V---VGy)
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Sequenzenkalkiil (2)

Regelname Antezedens | Sukzedens
Axi S
[Axiom] 5ED

- T'Fo,A ATF®O
[—-Einflihrung] ATFO TFo.-A
-Einfihrung] T © BTFO | TFHOA T+O,B
-CINn run

niunrang AVBTHFO TFO,AVBTLFO AVB
A-Einfibrung] T FO _BILEO | THeA T'+O,B
CHIUTne A B TFO AAB.IF© TFO,AAB
o Einfuhrung] L= ©:A B,AF A ATHO,B
—_——

Ml A B T.AFO.A TFOA—B
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Strukturelle Regeln des Sequenzenkalkiils

Regelname Antezedenz Sukzedens
I'-6 I'-6
Verdi
[Verdiinnune] D,TF O TFO,D
D,D,+© I'-06,D,D

[Zusammenziehung] DT © T'FO.D

I'D,E,AFO | T'+©,ED,A
[E,D,AFO |T'+©,D,E,A

[Vertauschung]

T'0,D D.AF A

[Schnitt] TAFO.A
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Beispiele fiir Sequenzenbeweise

AFA
- A, —A
- A — A

AFA

= A, -A -

= =AA BB
A—BF-AB
A—BF-A-AVB
A— BF-AVB,-A
A—BF-AVB,-AVB
A—BF-AVB

- (A—B)— (-AVB)




Der Tableaukalkiul

Der Tableaukalkiil arbeitet auf Beweisbaumen

Er erzeugt Widerspruchsbeweise:

Um die Giiltigkeit einer Formel F' zu beweisen, wird die Unerfiillbarkeit von —F

gezeigt

Verschiedene Varianten: Nicht-Normalform- und Normalform-Tableau

Der Tableaukalkiil ist analytisch, er geht von dem zu Beweisenden aus und

dekomponiert

(Gegensatz: Synthetisch, erzeugt das zu Beweisende)
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Die Dekompositionsregeln des Tableaukalkiils
Einteilung der Formeln in einen

e konjunktiven Typ a und einen

e disjunktiven Typ 3

Konjunktiv: «a Disjunktiv: 3
QY a1, 2 5 51752
FNG F.G FvG F.G

~(FVG) | °F,-G | ~(FANG) | ~F,-G
-(F—-G) | F,~G F—-d -F,.G
——F F

Dekompositionsregeln:




Tableaukalkiil (formal)

Gegeben: Eine Formel F.
Tableau:

e Ein Baum mit einem Ast, auf dessen Knoten sich nur F' befindet, ist ein Tableau
fur F.

e Ein Baum, der durch Anwendung einer der Dekompositionsregeln auf ein Tableau
fur F' entsteht, ist ein Tableau fur F'.

AbschluB:

e Ein Tableauast ist (atomar) geschlossen, wenn sich auf ihm eine (atomare) Formel
F'und —F befinden.

e Ein Tableau ist (atomar) geschlossen, wenn alle seine Aste (atomar) geschlossen
sind.

Ein geschlossenes Tableau fiir —F' ist ein Tableaubeweis fiir F'.
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Beispieltableau

=((p—4q) — (-pVq))
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Eigenschaften des Tableaukalkiils

Vollstandigkeit und Korrektheit:

—F unerfiillbar (bzw. F' allgemeingiiltig) gdw es ein (atomar) geschlossenes Tableau
fir = F gibt.

a3-Unterformeleigenschaft: Die Formel jedes Nichtwurzelknotens ist «- oder [3-
Unterformel einer Vorgangerformel auf dem Ast.

Satz: Die afB-Unterformelrelation ist wohlfundiert, d.h., es gibt keine unendlichen
Dekompositionsketten.

Striktheit:

e Jede Formel vom Typ 3 darf auf jedem Ast nur einmal angewendet werden.

e Jede Formel vom Typ « darf fiir jedes «; auf jedem Ast nur einmal angewendet
werden.
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Eigenschaften des Tableaukalkiils (2)

Regularitat: Keine Formel darf mehr als einmal auf einem Ast vorkommen.

Aus Regularitat folgt Striktheit.

Satz: Fiir jede aussagenlogische Formel gibt es nur endlich groBe und endlich viele
regulare Tableaux.

Beweiskonfluenz:
Ein Kalkiil ist beweiskonfluent, wenn sich zu jedem Zeitpunkt ein Beweis durch
weitere Anwendung der Kalkiilregeln finden 1aBt.

Satz: Der (reguldre) Tableaukalkiil ist beweiskonfluent.
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Korrektheit des Tableaukalkiils

Zu zeigen: Ist ein Tableau fiir F' geschlossen, so ist F' unerfiillbar.

Bzw.: Wenn eine aussagenlogische Formel F' erfiillbar ist, dann hat jedes Tableau
fir F' (mindestens) einen offenen Ast.

Hilfssatz: S sei beliebige erfiillbare Menge aussagenlogischer Formeln:

e Falls a € S, dann sind alle S U {«;} erfiillbar.
e Falls B €S, dann ist ein S U {G;} erfiillbar.

Korrektheitsbeweis:

Tableauast erfiillbar gdw Menge der Formeln auf Ast erfiillbar (offenbar ist jeder
erfiillbare Ast offen).

Induktion (iiber Inferenzschritte): Ind.-Anfang: Ast erfiillbar nach Annahme.
Ind.-Schritt (n,n+1): Tableau T, hat erfiillbaren Ast B (Ind.-Annahme). Entweder
T,11 enthalt B, dann erfiillbar, oder T,,11 enthalt Aste B U {F;}. Nach Hilfssatz
muB einer dieser erfiillbar sein. q.e.d
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Systematisches Tableau

Systematische Tableau(folge) fiir Formel F: Benutzbarkeitsmarkierung an speziellen
Knoten im Tableau. Wurzelknoten von 7y benutzbar, falls F' kein Literal.

Wiederhole:

e Falls kein benutzbarer Knoten in T, stop.

e Ansonsten wahle linkesten obersten benutzbaren Knoten K,, in T,, markiert mit
Formel F,.

— Expandiere alle offenen Aste durch K, vollstindig nach dem Typ von F,,
Q
(d.h. as bzw. B | B2 ).

— Markiere alle neuen Knoten, die nicht mit Literalen markiert sind, als benutzbar.

— Danach markiere K,, als unbenutzbar sowie alle Knoten auf (atomar) geschlos-
senen Asten.
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Hintikkamengen

Eine Menge aussagenlogischer Formeln S ist abwarts gesattigt falls gilt:

e Wenn Formel vom Typ a € S, dann fiir alle o;: a; € S.

e Wenn Formel vom Typ 3 € S, dann gibt es ein 3;: §; € S.

(Atomare) Hintikka-Menge S

e S abwarts gesattigt und

e S enthilt keine (atomare) Formel und ihre Negation.

Hintikkas Hilfssatz: Jede (atomare) Hintikkamenge ist erfiillbar.
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Tableau: Vollstandigkeit

Systematisches Tableau fiir I
letztes Tableau 7™ aller Tableaux in der systematischen Tableaufolge fiir F' (existiert
wegen Wohlfundiertheit der a3-Unterformelrelation).

Zu zeigen: Ist F' unerfiillbar, so ist das systematische Tableau fiir F' geschlossen.

Hilfssatz: Falls B (atomar) offener Ast eines systematischen aussagenlogischen
Tableaux, dann ist die Menge der Formeln auf B eine (atomare) Hintikkamenge.

Beweis der Vollstandigkeit des Tableaukalkiils:

Sei F' unerfiillbare aussagenlogische Formel und T™* systematisches aussagenlogisches
Tableau fiir F'.

Indirekt: Angenommen, B sei atomar offener Ast in T™*. Nach Hilfssatz wiirde
atomare Hintikkamenge fiir Formeln auf B existieren und nach Hintikkas Hilfssatz

ein Modell fiir F'. g.e.d.
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Klauseltableaux

In der Praxis erheblicher Effizienzgewinn, wenn Wurzelformel des Tableau in kon-
junktiver Normalform oder eine Menge von Klauseln

Wir sprechen dann von Klauseltableaux

Klauseltableau: Gegeben ein Klauselmenge S

e Wurzelknoten mit S markiert

e Ist T ein Klauseltableau fiir S, B ein Zweig in T', ¢ = {l; V- -- VI, } eine Klausel
aus S, dann erhalt man wieder ein Klauseltableau fiir S, wenn man an B n neue
Zweige, die jeweils [, ..., [, enthalten, anhangt.

Der AbschluB ist definiert wie bei allgemeinen Tableaus.

Vorsicht: Man geht davon aus, dass die Klauselmenge bereits die negierte Eingabe-
formel darstellt! Es wird also keine Negation mehr angewendet
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Konnektionstableaux

Konnektion in einer Klauselmenge S: 2-elementige Menge komplementarer Literal-
vorkommnisse

|dee: Benutzung von Konnektionen zur Kontrolle des Tableauaufbaus

Knotenfamilie: alle Knoten mit demselben unmittelbaren Vorganger; die Disjunktion
ihrer Literale heisst Tableauklausel

Startklausel: Tableauklausel der obersten Knotenfamilie

Klauseltableau schwach konnektiert: In jeder Knotenfamilie auBer der obersten gibt
es einen Knoten mit einem komplementaren Vorganger.

Klauseltableau konnektiert: In jeder Knotenfamilie auBer der obersten gibt es einen
Knoten mit einem komplementaren unmittelbaren Vorganger.
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Konnektionstableaux (2)

Beispiel fiir eine schwach konnektiertes und ein konnektiertes Klauseltableau (sog.
Konnektionstableau):

\
PN PN

p
-p q -p q

/\

-p —q
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Essentialitat und Relevanz

Gegeben sei eine Klauselmenge S und eine Klausel ¢ € S

e c essentiell in S, falls .S unerfiillbar und S\ {c} erfiillbar.

e S minimal unerfiillbar, falls S unerfiillbar und jede echte Teilmenge von S
erfiillbar.

e c relevant, falls c essentiell in einer Teilmenge von §S.

Beispiel: S = {p,q,pV q,rV —=p,—pV ¢}

plg| Vg |TrV—op| pVq
Relevant in S | j | ] ] n j
Essentiell in § || j | n n n j
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Das Konnektionslemma

Verstarkung einer Klauselmenge: Gegeben

e ecine Menge S von Klauseln und eine Literalmenge P = {L4,...,L,},

e cine Teilmenge S’ von S, in der keine Literale aus P (als Disjunktionsglieder)
vorkommen.

Die Klauselmenge S’ U P heiBt Verstirkung von S durch P, geschrieben: P> S.

Konnektions- oder Partnerlemma:
Gegeben Klausel ¢, die relevant in S und L beliebiges Literal (als Disjunktionsglied)

in ¢. Dann gibt es eine Klausel ¢ € S derart, das gilt:

1. ¢ enthidlt das zu L komplementéare Literal ~L.

2.  ist relevant in {L} > S.
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Beweis des Konnektionslemmas
Sei S’ bel. minimal unerfiillbare Teilmenge von S mit c € 5.
Es gibt eine Interpretation ¢ : t(c) = f und (5" \ {c}) = w.
Definiere " so, daB /(L) = w und sonst ./ = ..
Da /(c) = w, gibt es eine Klausel ¢/ € §" : //(¢) ={.
Wir zeigen: ¢ erfiillt die Bedingungen 1 und 2.
1. ¢ enthdlt ~L, da sonst +(c') =f.

2. Da  essentiell in S’ ist, gibt es eine Interpretation / mit //(¢’) = f und
JI(ST\{c}) = w.
Da /(L) = w, ist ¢ essentiell in S"U{L} und damit auch in ihrer Teilmenge
{L}> 5"

Da {L}>S" C{L}r> S, ist ¢ relevant in {L} > S. g.e.d.
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Vollstandigkeit des Konnektionstableaukalkiilks

Satz: Sei S eine endliche unerfiillbare Klauselmenge und c¢ eine beliebige relevante
Klausel in S. Dann gibt es ein geschlossenes regulares Konnektionstableau fiir S mit

Startklausel c.

Indeterministische Prozedur zur Widerlegungskonstruktion:

Waihle ¢ als Startklausel. Solange Tableau nicht geschlossen, wiederhole:

1. Wahle offenen Ast B mit Literalmenge P = {L4,..., L, L}.
2. Wahle Klausel ¢/ € S, die relevant in P> S und ~L enthilt.

3. Erweitere den Ast B mit der Klausel .
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Vollstandigkeit des Konnektionstableaukalkiilks (2)

Bewels:

Zunachst ist klar, daB die Prozedur lediglich regulare Konnektionstableaux erzeugen
kann.

Dann zeigen wir, daB fiir jeden offenen Ast eine entsprechende Klausel ¢ zur
Extension existiert, mittel Induktion iiber die Lange des Astes.

Ind.-Anfang: folgt aus Konnektionslemma.

Ind.-Schritt (n,n+1): Sei B offener Ast mit Tableauklausel ¢ und Literalmenge
P ={Ly,...,L,,L}. Nach Ind.-Annahme ist c relevant in {L1,...,L,} > 5. Sei
S’ bel. minimal unerfiillbare Teilmenge von {Lq,...,L,} > S mit ¢ € §’. Aufgrund
des Konnektionslemmas gibt es eine Klausel ¢’ € S’, die ~L enthalt und relevant in

{L} > S ist.

SchlieBlich muB3 die Prozedur auf jeden Fall terminieren wegen der Regularitat und
weil S endlich ist. g.e.d.
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Konnektiertheit und Beweiskonfluenz

Satz: Der schwach konnektierte Klauseltableaukalkiil und der Konnektionstableau-
kalktl sind nicht beweiskonfluent.

Beweis: Man betrachte die unerfiillbare Klauselmenge S = {p,q,—q} und das
Tableau mit Startklausel p. g.e.d.

Konsequenzen:

e Es gibt kein zum systematischen Verfahren analoges Tableau, sattigungs“verfah-
ren.

e Stattdessen miissen alle schwach konnektierten Klauseltableaux bzw. Konnekti-
onstableaux aufgezahlt werden, d.h. bei der Suche ist Riicksetzen erforderlich.

e Fiir erfiillbare Eingabemengen werden keine Modelle berechnet.
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Resolution

Resolution basiert auf der Mengendarstellung von Klauselformeln

e Kalkiil zur Herleitung von Klauseln (Resolventen) aus Paaren von Klauseln
(Elternklauseln)

e Seien c1, ¢y Literalmengen und a eine aussagenlogische Variable, die sog. Resol-
ventenvariable.

esolutionsregel: c1U{a} {—a} Ucy
Resolut gel: (c1 \ {a}) U (c2 \ {—a})

aVbVece aV-bVv-d {a,b,c} {a,—b,~d}
aVeV-d {a,c, ~d}

Beispiel:

Man beachte das durch die Mengendarstellung bedingte ,,Merging”.

Korrektheit der Resolution: Jede Resolvente wird von der Menge ihrer Elternklauseln

impliziert.
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Resolution (2)

Resolutionsherleitung einer Klausel ¢,, aus einer Menge von Klauseln S:

Folge R = c¢q1,...,c, von Klauseln sodass fiir jede Klausel ¢ in R gilt: ¢ ist
Resolvente von Elternklauseln derart, dass jede Elternklausel € S oder in R mit
einem Index < k.

Resolutionswiderlegung aus S:
Resolutionsherleitung der leeren Klausel () (oft auch geschrieben [J) aus S

Beispiel: S = {{r,n},{-r,n}, {-n}}
Eine Resolutionswiderlegung R aus S: {n} [s; mit So, ) [Ry mit S

(Widerlegungs-)Vollstandigkeit der Resolution: Zu jeder unerfiillbaren Klauselmenge
S gibt es eine Resolutionswiderlegung aus S.

Man beachte, dass nicht jede Klausel ¢, die von einer Klauselmenge impliziert wird,
auch mittels Resolution hergeleitet werden kann.
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Resolution (3)

Resolution als Entscheidungsverfahren
Gegeben eine aussagenlogische Formel F' und die Frage, ob F’ erfiillbar ist:

e Transformiere F in eine (erfiillbarkeits-)aquivalente Klauselmenge S.

e Bilde die Menge S™ aller mittels Resolution aus S herzuleitenden Klauseln, die
sog. Sattigungsmenge von S.

e () ¢ S* gdw S erfiillbar ist.
e Beachte: Im Erfullbarkeitsfall liefert das Verfahren aber kein Modell.

Effizienz des Verfahrens: S* ist im worst-case exponentiell in §.

Vollstandigkeitserhaltende Optimierungen

e Subsumptionsloschung: Losche jede subsumierte Klausel, d.h. jede Klausel, die
eine echte Obermenge einer hergeleiteten Klausel ist.

e Tautologieloschung: Losche jede tautologische Klausel, d.h. jede Klausel, die eine
aussagenlogische Variable und ihre Negation enthalt.
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Semantische Baume

e Optimierung der Wahrheitstafelmethode
e Schrittweise Partitionierung der Belegungsmenge (Aste)

e Typischerweise fiir Klauselformeln

Semantischer Baum fiir Klauselmenge S:

Bindrbaum, dessen Kanten mit Literalen und dessen Blattknoten (partiell) mit
Klauseln aus S markiert sind wie folgt:

e Jedes Paar von Kanten, die aus einem gemeinsamen Knoten entspringen, ist mit
einer Variablen p, die in S vorkommt, bzw. mit =p markiert, wobei p nicht bereits
auf dem Ast vorkommt.

e jeder Blattknoten kann mit einer Klausel ¢ € S markiert sein, falls die Komple-
mente aller Literale in ¢ auf dem Ast vorkommen.

Eine Semantischer Baum fiir S heisst geschlossen, falls jeder Blattknoten mit einer
Klausel (aus S) markiert ist.
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Semantische Baume (2)

Beispiel: Geschlossener semantischer Baum fiir Klauselmenge {c1, o, c3, ¢4, c5}

c1:qV T
Co:qVr

c3: 7p V 7q
C4: PV I
Cs: pV qVr

Satz: Eine Klauselmenge ist unerfiillbar gdw es einen geschlossenen semantischen
Baum fiir sie gibt.

Beweis: Einfach iiber die Partitionierung der Belegungsmenge und die Semantik von
Klauselmengen
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Semantische Baume (3)

Gesattigter semantischer Baum fiir S

kein Erweiterungsschritt mehr moglich, d.h. jeder Ast ist entweder durch eine
Klausel aus S geschlossen oder er hat maximale Lange und kann nicht durch eine
Klausel aus S geschlossen werden

Semantische Baume und Modellfindung:

Wenn eine Formelmenge S erfiillbar ist, dann gilt fiir jeden gesattigten semantische
Baum T fiir S folgendes: Die Literalmengen M auf den offenen Asten von T
entsprechen genau den Modellen von S; genauer: fiir alle M: [l € M gdw (l) = w.

Bezug zur Wahrheitstafelmethode:

e Aste entsprechen Modellen bzw. Modellmengen

e Vorteil gegeniiber Wahrheitstafelmethode: Geschlossene Aste miissen nicht
maximale Lange haben
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Semantische Baume (4)

Durch Astliterale M gegebene partielle Belegung Teilbelegung (partielle Belegung)
. wie folgt definiert:

W falls p e M
vip) =« f falls -p € M
undefiniert sonst

Partielle Evaluierung von S und Anwendung der Absorptionsregeln fiir L. und T
Gegeben durch Astliterale M definierte Teilbelegung ¢ : V — {w, f}:

e Ersetzung aller Variablen p € V durch T bzw. L, wenn ¢(p) = w bzw. f

e Loschung aller Klauseln, die T oder —_L enthalten

e Loschung aller Literale L. und =T aus den Klauseln

e Resultierende Klauselmenge bezeichnen wir mit M (.5)

e Ast M kann abgeschlossen werden, wenn M (S) die leere Klausel enthalt
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Implementierung Semantischer Baume
Moglichkeit der effizienten Implementation

e Baumabarbeitung mittels Tiefenverfahren und Backtracking
e Deaktivierung/Reaktivierung von wahren Klauseln, d.h. M(c) =T
e Dekrementierung/Inkrementierung von Zahlern £(c) an Klauseln ¢ mit M (c) # T:

t(c) = |M(c)]

Effizienz des Verfahrens (im worst case):

e Linearer Platzbedarf
e Jeder Expansionschritt/Kontraktionsschritt hat linearen Zeitbedarf

e Anzahl der Schritte: exponentiell

Man beachte:

e Variablenfolge auf Ast bestimmt die Grosse des semantischen Baums

e Bei verschiedenen geschlossenen semantischen Baumen fiir dieselbe Klauselmenge
u.U. exponentielle Grossenunterschiede
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Abarbeitung eines Semantischen Baums

ci1:qV T
Co:q VT

c3: p V q
Ca: PV T
Cs: pV qVr
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Astliterale {q,—r} {a,} {-p,—q} {p,—r} {p,—q.r} Aktion
2 2 2 2 3 Start
p’ 2 2 1 T T U1
ek 1 1 T T T U1
L=qtr! 0 T T T T Ui
L —q 1 1 T T T i
=gl =" T 0 T T T Ur
L—q! 1 1 T T T fr
p! 2 2 1 T T i
pl.q” T T 0 T T Jr
p! 2 2 1 T T ftr
—p” 2 2 T 1 2 Jr
—p”,r! 1 T T 0 T (!
—p” 2 2 T 1 2 1
—p”,r” T 1 T T 1 Jr
—p”,—r",q" T T T T 0 Ui
ﬂpr,—ur"“ T 1 T T 1 ﬂl
—p",—r",—q" T 0 T T T Jr
2 2 2 2 3 Trhr{r
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Steuerung Semantischer Baum-Verfahren

Lineare Strategien:

e Unit propagation: Verzweige nach Atom p, falls eine Unitklausel p oder —p
existiert, und schliesse den —p- bzw. den p-Ast.

e Purity propagation: Verzweige nach Atom p, das nur in einer Polaritat, p bzw.
—p, vorkommt, und schliesse den —p- bzw. den p-Ast.

Zwei Formen des (don't care) Indeterminismus: Heuristisch gesteuert

e Variablenauswahl: welche Variable als nachstes?

e /eichenauswahl: in welchen Ast zuerst, p oder —p?
e Nach Haufigkeit des Vorkommens

e In kurzen Klauseln

e Nach verschiedenen (z.t. magischen) Kriterien
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Implementation Semantischer Baum-Verfahren

Datenstrukturen

1

2

3

4

5

. Atomliste: Liste von Atomen (Variablen)

. Atom (Variable):

Nil / + / — | Pos-Klauseln(Atom) | Neg-Klauseln(Atom)

. Klausel:

Nil / Atom | Aktuelle Lange | Pos-Atome(Klausel)

Neg-Atome(Klausel)

. Literal := Atom | = Atom

. Interpretation: Feld von Atomen
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Implementation Semantischer Baum-Verfahren (2)

Prozedur: verzweige:

if  unevaluiertes-atom-in(Atomliste):
Atom := wahle-Atom(Atomliste); Literal := wahle-Literal(Atom);
widerlege(Literal); widerlege(~Literal)

else print(Erfiillbar); break

Prozedur: widerlege(Literal):
Atom := atom(Literal);
if  Literal = Atom:

Klauseln := Neg-Klauseln(Atom); True-Klauseln := Pos-Klauseln(Atom)
else Klauseln := Pos-Klauseln(Atom); True-Klauseln := Neg-Klauseln(Atom);
dekrementiere-zdhler(Klauseln);
if  not klausel-der-Lange-0-in(Klauseln):

markiere-als-evaluiert(Atom,Literal); deaktiviere(True-Klauseln,Atom);

verzweige;

markiere-als-unevaluiert(Atom); reaktiviere( True-Klauseln,Atom);
inkrementiere-zahler(Klauseln)
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Implementation Semantischer Baum-Verfahren (3)

Weitere Datenstrukturen zur Effizienzsteigerung:

e Liste der Klauseln mit aktueller Lange 1
o Aktuelle Haufigkeit der Literale (Problem: effiziente dynamische Aktualisierung)

Neuer Ansatz zur deutlichen Effizienzsteigerung (System CHAFF)

e Statt Klausellangen-Dekrementierung Arbeiten mit 2 Wachterliteralen /Klausel

e Reduktion der Listen Pos-Klauseln(Atom), Neg-Klauseln(Atom) auf Klauseln, in
denen ~Atom Waichterliteral (Reduktion von O(X.cs|c|) auf O(|S]))

e Neues Vorgehen bei partieller Evaluierung bzgl. eines Literals {:
— Betrachte nur Klauseln, in denen ~[ Wachterliteral
— Wenn ¢ nicht wahr und ein Wachterliteral falsch, bestimme anderes
unevaluiertes Literal als Wachter, falls moglich
— Andernfalls hat ¢ eine aktuelle Lange <1

e Nachteile: Purity nicht mehr feststellbar, Literalgewichte nicht aktuell (damit
Einschrankung der Mdglichkeiten heuristischer Suchraumreduktion)
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Semantische Baume und Tableaux

Resultate zu minimalen Beweislangen:

e Der Kalkil der semantischen Biume kann den Klauseltableaukalkiil linear
simulieren.

e Der Klauseltableaukalkiil kann den Kalkiil der semantischen Baume nicht
polynomiell simulieren.

Schwiache des Tableaukalkiils:

e Keine disjunkte Partitionierung der Interpretationsmengen, betrachte z.B. die
Klauselmenge S = {a V b,a V b, —a V b}

e Kann behoben werden durch: Faktorisierung, Umklappen (3-Regel mit Komple-
menten), Hochklappen, etc.
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Semantische Baume und Resolution

Resultate zu minimalen Beweislangen:

e Die Resolution kann den Kalkiil der semantischen Baume quadratisch simulieren.

e Der Kalkiil der semantischen Baume kann die Resolution nicht polynomiell
simulieren.

Aber: Im average case ist der Kalkil der semantischen Baume der Resolution
liberlegen

e Linearer Platzbedarf
e Effizientere Kalkilschritte

e Bessere Steuerung der Beweisfindung durch ,lineare” Strategien und heuristisch
gesteuerte Variablen- und Zeichenauswahl

e Behebung der Beweislangenproblematik durch Lemmas (sog. Learning)
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Das Duplikationsproblem in Semantischen Baumen

Das Problem des Mehrfachvorkommens gleicher Unterbaume:

Losungsansatze:

e Anderung der Variablenordnung

e Wiederverwendung von Unterbdumen (Lemmas)
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Das Duplikationsproblem in Semantischen Baumen (2)

Anderung der Variablenselektion:

e Aber wie findet man die beste Variablenselektion?
Dieses Problem ist NP-hart.

e Ausserdem gilt: Doppelvorkommnisse lassen sich i.A. nicht vermeiden, denn
minimale semantische Baume entsprechen Resolutionsbaumen
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Semantische Baume mit Lemmas

Erweiterung des Kalkiils der semantischen Baume:

e Versuch der Simulation der vollen Resolution

e Durch Extraktion von Resolventen (Lemmas) aus geldsten Unterbdumen

—a V —b
bV —c
bVe

aV —b

bV —c bVe b (Lemma)

—a (Lemma)



