Kapitel 4

Der ungetypte Lambda-Kalkül

Fast alle Programmiersprachen stellen Konstrukte für Unterprogramme, Sub- Routinen, Prozeduren, Methoden oder Funktionen, um den Programmcode zu modularisieren und zu abstrahieren, um wiederkehrende Berechnungen nicht jedes Mal neu implementieren zu müssen. Die Abstraktion ermöglicht erst die Entwicklung grösserer Softwarepakete. Auch in der Mathematik sind die Konzepte Abstraktion und Funktionsbildung von essentieller Bedeutung.

Der Lambda-Kalkül ist eine syntaktische Theorie der Funktionenbildung und -anwendung. Er wurde in den 1920er Jahren von Alonzo Church und Mitarbeitern entwickelt ihm Rahmen der Formalisierung von mathematischen Grundlagen, und fand in der frühen höheren Programmiersprache LISP (ab 1950er, John McCarthy) Verwendung. Peter Landin benutze ihn in den 1960er Jahren als Kern-Programmiersprache, auf die sich alle anderen Programmkonstrukte zurückführen lassen. Einige Beispiele dazu werden wir in Teil 4.4 behandeln.

Heute ist der Lambda-Kalkül Grundlage von Programmiersprachentheorie und Implementation. Er ist Kern von funktionalen Sprachen wie Scheme, ML und Haskell und Teil von PIZZA, einer Erweiterung von JAVA. Er dient dem Studium von Variablenbehandlung, Bindung, Auswertungsstrategien und Typsystemen.

4.1 Die λ-Notation

In der Mathematik sehen wir Funktionen oft dadurch definiert, was bei ihrer Anwendung auf eine Argument zurückgegeben wird. f(x) = a · x + b f(0) = a · 0 + b

Die Anwendung auf Argument 0 ist entsprechend direkt zu berechnen. Seltener wird die Funktion als eigenständiges Objekt definiert. Hier ist die Anwendung

Rohfassung vom 27. Mai 2002

auf ein Argument eine Operation, die erklärt werden muss. f = x → a · x + b f(0) = (x → a · x + b)(0) = a · 0 + b

Der Pfeil x → t wird gelesen als “x wird abgebildet auf t”. Er erzeugt eine Funktion, indem er x im Ausdruck t abstrahiert. Der Vorteil dieser Notation ist, dass sie namenlose Funktionen erlaubt, die auch innerhalb eines größeren Ausdruckes vorkommen können, wie z.B. x → a·x+b in der zweiten Zeile. Somit macht die →-Notation Funktionen zu “Bürgern erster Klasse”: Sie können so frei verwendet werden wie z.B. relle Zahlen und beliebig in Ausdrücken vorkommen.

Im Lambda-Kalkül schreibt man für die Abstraktion x → t den Term λxt, daher der Name. Die Anwendung (oder Applikation) schreibt man durch Hintereinanderstellung ohne Klammerung des Arguments, also f 0 statt f(0). f = λx(a · x + b) f 0 = (λx(a · x + b)) 0 = a · 0 + b

Funktionale Programmiersprachen kennen Notationen für anonyme Funktionen, die der mathematischen bzw. der des Lambda-Kalküls ähnlich sind.

SML: fn x => a * x + b
Haskell: \x -> a * x + b

Dabei ist der Schrägstrich \ die beste Approximation an ein λ im ASCII- Zeichensatz.

Um Klammern zu sparen, verwenden wir die Punkt-Notation. Ein Punkt “.” öffnet eine Klammer, die sich so weit rechts schließt wie syntaktisch möglich. Normalerweise wird der Punkt direkt hinter der abstrahierten Variable eingesetzt. f = λx. a · x + b Folgende drei Ausdrücke sind syntaktisch äquivalent. (λx(x)) (λx(λf(f (x f)))) (λx x) (λxλf. f (x f)) λx x λxλf. f. x f Der erste Ausdrück verwendet weder keine Punktnotation und auch nicht die Regel, dass λx . . . genau einen Ausdruck erwartet, in dem x abstrahiert wird. Zur Sicherheit wurden überall Klammern gesetzt, was die Lesbarkeit beeinträchtigt. Der zweite Ausdruck macht sich die Parsing-Regel für λ teilweise zunutze und verwendet die Punkt-Notation maßvoll. Der letzte Ausdruck hingegen macht vollen Gebrauch von Parsing-Regel und Punkt-Notation und spart alle Klammern ein, allerdings auf Kosten der Lesbarkeit. Wir werden den Punkt nur hinter einer Abstraktion verwenden wie im zweiten Ausdruck.

Rohfassung vom 27. Mai 2002

4.2 Syntax des reinen Lambda-Kalküls 17

4.2 Syntax des reinen Lambda-Kalküls

Der reine Lambda-Kalkül kennt als alleinige Operationen Abstraktion und Applikation. Everything is a function.

Definition 4.1 ((Interne) Syntax) Die Terme t des ungetypten Lambda-Kalküls sind durch folgende Grammatik gegeben.

t ::= x Variable | λxt Abstraktion, Funktionskonstruktion, -einführung | t_1 t_2 Applikation, Funktionsanwendung, -elimination

Die Abstraktion λxt bindet die Variable x. Variablen, die durch kein vorangestelltes λ gebunden werden, bezeichnen wir als frei. Eine präzise Definition folgt in Teil 4.5.

Beispiel Freie Variablen Gebundene Variablen λx. a · x + b a, b x λx. y (λz. x z) y x, z λx. y (λy. x y) y x, y Tabelle 4.1: Beispiele für freie und gebundene Variablen.

Tabelle 4.1 zeigt einige λ-Terme mit freien und gebunden Variablen. Das letzte Beispiel λx. y (λy. x y) enthält y einmal frei, einmal gebunden. In diesem Fall sprechen wir von freien und gebundenen Vorkommen einer Variable.

Gebundene Variablen dürfen mit einem neuen Namen versehen werden, der in dem Term noch nicht vorkommt. Die Bedeutung des Terms ändert sich dabei nicht, und wir betrachten die entstehenden Terme sogar als syntaktisch gleich. Es gibt also keinen Unterschied zwischen λx x und λy y. Die Umbenennung von gebundenen Variablen bezeichnet man als α-Konversion und zwei Terme, die sich nur in den Namen der gebundenen Variablen unterscheiden, als αäquivalent. Solche Variablenumbenennungen sind auch aus der Integralrechnung bekannt, z.B. (∫_{+∞} −∞ e^{−x2} dx )2 = ∫_{+∞} −∞ e^{−x2} dx ∫_{+∞} −∞ e^{−y2} dy = ∫_{+∞} −∞ ∫_{+∞} −∞ e^{−x2−y2} dxdy Die Integralnotation ∫ tdx bindet die Variable x. Sie kann also in y umbenannt werden.

4.3 Operationale Semantik

Die Ausführung der Anwendung einer Funktion auf ein Argument bezeichnet man als β-Reduktion. Z.B. (λx. a · x + b) 0 −→ a · 0 + b Rohfassung vom 27. Mai 2002

Dabei mussten alle freien Vorkommen von x durch 0 ersetzt werden. Diese Operation bezeichen als Substitution und schreiben allgemein [s/x]t (lies “s für x in t). Hier ersetzen wir die freien Vorkommen von x in t durch s. Eine genaue Definition von Substitution folgt in Teil 4.5.

Definition 4.2 (β-Reduktion) Seien s, t λ-Terme und x eine Variable. Der Term (λxt) s) wertet in einem Schritt zu [s/x]t aus und wir schreiben (λxt) s −→ [s/x]t. Dabei bezeichnen wir (λxt) s als Redex (reducible expression) und [s/x]t als Redukt.

Definition 4.3 (β-Gleichheit) Zwei Terme t_1 und t_2 sind β-gleich (β-äqui-valent), in Zeichen t_1 =_β t_2, falls man in t_1 und t_2 β-Reduktionen durchführen kann, so dass man Terme t^′_1 und t^′_2 erhält, die syntaktisch gleich sind t^′_1 = t^′_2.

Ein Term kann nun viele Redexe enthalten, die entfernt werden müssen um die Normalform zu erreichen. Die Reihenfolge, in der Redexe entfernt werden, wird durch ein Auswertung-Strategie bestimmt.

Wir unterscheiden 4 Auswertungsstrategien:

Beispiel 4.1 (λxx) ((λxx)λz.(λxx)z) id = λxx

id(id λz.id z)

x λx

x λx

λx z app λz app app

A Strategien, die alle Redexe entfernen

1. Volle β-Reduktion

(Redexe könne in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden.) Nicht deterministisch. z.B. id(id λz.id z) −→ id(id λz.z) −→ id(λz.z) −→ λz.z 2. Normale Auswertung / Kopf- (head-)Reduktion/ Leftmost-outermost Entfernt den Redex, der am weitesten links-außen steht, zuerst. z.B. id(id λz. id z) −→ id(λz. id z) −→ λz.id z −→ λz.z Rohfassung vom 27. Mai 2002

B Strategien, die nicht unter λ reduzieren

3. Call-by-name / lazy / verzögerte Auswertung

Wie normale Auswertung; stoppt, wenn Wurzel des Termbaums eine Abstraktion. z.B. id(id λz. id z) −→ id λz. id z −→ λz. id z 4. Call-by-value / strict / eager / Applikative Reihenfolge

Zuerst wird Argument ausgewertet, dann in Funktion eingesetzt. id(id λz. id z) −→ id λz. id z −→ λz. id z Beispiel 4.2 power3(x) = x · x · x

power3(100!)^{cbn}−→ 100! · 100! · 100!
power3(100!)^{cbv}−→ v · v · v(v = 100!)
   ignore(x) = false
ignore(100!) =^{cbn}−→ false
ignore(100!) =^{cbv}−→ false(v = 100!)

4.4 Programmieren im Lambda-Kalkül

Der Lambda-Kalkül ist eine Turing-vollständige Programmiersprache, d.h. jede berechenbare Funktion lässt sich im Lambda-Kalkül repräsentieren. Weitere Beispiele für Turing-mächtige Sprachen sind Turing-Maschinen, WHILEund GOTO-Sprachen, die Peano-Arithmetik, kombinatorische Algebren, jede vernünftige Programmiersprache, aber auch z.B. das Textsatzsystem TEX und die Seitenbeschreibungssprache POSTSCRIPT.

Im Folgenden werden wir einige elementare Datentypen und die wichtigsten Anwendungen dieser Datentypen im Lambda-Kalkül definieren.

4.4.1 Church-Booleans

Die ersten Datenobjekte, den wir betrachten, sind die Wahrheitswerte true und false und ihre Verwendung mit if. Da im Lambda-Kalkül “alles Funktion” ist, müssen wir die drei Konstrukte durch Funktionen realisieren. Wollen wir Datentypen im Lambda-Kalkül repräsentieren, müssen wir folgende Schlüssel- Frage beantworten:

Wie kann ein Objekt des betrachteten Typs verwendet werden?

Es geht also nicht um die Konstruktion (Einführung), sondern um die Verwendung (Elimination) eines Datenobjekts. Ein Datenobjekt im Lambda-Kalkül wird bestimmt durch seine Verwendungsmöglichkeiten.

Ein Wahrheitswert steht für eine Entscheidung, welche von zwei alternativen Berechnungen fortgesetzt werden soll. Das aus Programmiersprachen bekannte if-then-else ist also die allgemeinste Verwertung eines boolschen Wertes. Alle

Rohfassung vom 27. Mai 2002

anderen Funktionen, wie z.B. logische Verknüpfungen, können mit Hilfe von if ausgedrückt werden.

Der Wert true ist eine Funktion, die angewandt auf zwei Berechnungen, den then-Zweig und den else-Zweig, stets den then-Zweig wählt. Der Wert false verfolgt immer den else-Zweig.

true = λtλe. t
false = λtλe. e
if = λbλtλe. b t e

Der Destruktor if tut nichts Besonderes, er wendet den übergebenen Wahrheitswert b auf t, denn then-Zweig, und e, den else-Zweig an. Die Negationsfunktion können wir nun wie folgt definieren:

not = λb. if b false true

Die Definition is korrekt, wie aus den folgenden Auswertungssequenzen ersichtlich:

not true = (λb. if b false true) true

−→ if true false true = (λbλtλe. b t e) true false true −→ (λtλe. true t e) false true −→ (λe. true false e) true −→ true false true = (λtλe. t) false true −→ (λe. false) true −→ false

not false = (λb. if b false true) false

−→^4 (false false true) = (λtλe. e) false true −→^2 true

Die Funktion not kann noch knapper definiert werden durch den Term λb. b false true, welcher sich auch ergibt, wenn man die ursprüngliche Definition normalisiert. Auch folgende Definition ist denkbar: not = λbλtλe. b e t Boolsche Funktionen lassen sich durch (geschachtelte) if-Ausdrücke implementieren. Deswegen sind sie auch im Lambda-Kalkül problemlos kodierbar. Z.B. Konjunktion:

and = λbλc. b c false

Der Ausdruck and b c liesst sich: Wenn b, dann c, sonst falsch.

4.4.2 Paare

Ein Paar ist der Zusammenschluss zweier Komponenten. Bei der Elimination eines Paares erhälten wir eine der Komponenten zurück. (Wollen wir beide Komponenten, müssen wir das Paar zweimal verwenden.) Welche der beiden Komponenten wir erhalten wollen, geben wir durch einen Wahrheitwert an. Ein

Rohfassung vom 27. Mai 2002

Paar ist also eine Funktion, die ein Bit erwartet und eine Komponente zurückliefert.

pair = λc_{true}λc_{false}λb. b c_{true} c_{false}
fst = λp. p true
snd = λp. p false

Die Selektoren fst und snd tun nichts weiter, als entweder die Nachricht true oder false an das Paar p zu übergeben. Wieder sind also alle Verwendungsmöglichkeiten im Konstruktor pair enthalten. Korrektheit wird ersichtlich durch die Reduktionsfolgen:

fst (pair t_1 t_2) = (λp. p true) (pair t_1 t_2)

−→ (pair t_1 t_2) true = (λc_{true}λc_{false}λb. b c_{true} c_{false}) t_1 t_2 true −→^3 true t_1 t_2 −→^2 t_1

snd (pair t_1 t_2) = (λp. p false) (pair t_1 t_2)

−→^4 false t_1 t_2 −→^2 t_2

4.4.3 Church-Ziffern

Auch unendliche Datentypen wie die natürlichen Zahlen lassen sich im Lambda- Kalkül repräsentieren. (Dabei ist jede Zahl ein endliches Gebilde.) Eine natürliche Zahl n gibt allgemein an, wie oft eine Prozedur ausgeführt wird bzw. eine Funktion angewendet wird. Die Repräsentation der Zahl n im Lambda-Kalkül, die Church-Ziffer n ist also eine Funktion, die eine beliebige Funktion f als Argument nimmt und n-mal iteriert. Dabei ist 0-fache Iteration die Identität. Die n-te Iterierte einer Funktion f können wir allgemein so definieren. f^0 = λx. x f^{n+1} = f ∘ f^n = λx. f (f^n x)

Damit erhalten wir die Church-Ziffern nach folgendem Schema: 0 = λfλx. x 1 = λfλx. f x 2 = λfλx. f (f x) . . n = λfλx. f^n x Die Applikation n f einer Church-Ziffer ist also f^n. Tabelle 4.2 listet einige einfache Funktionen über natürlichen Zahlen auf.

Die Vorgänger-Funktion pred mit pred n = n − 1 ist nicht direkt implementierbar. Man benötigt Paare.

x = pair 0 0
f = λp. pair (snd p) (succ (snd p))
pred = λn. fst (n f x)

Übung 4.1 Definieren Sie Multiplikation mult auf Church-Ziffern.

Rohfassung vom 27. Mai 2002

Funktion Beschreibung Spezifikation Implementation

succ Nachfolger succ n = n + 1 λnλfλx. f (n f x)

add Addition add n m = n + m λnλmλfλx. n f (m f x)

iszero Test auf 0 iszero 0 = true λn. n (λ . false) true
                       iszero n + 1 = false

Tabelle 4.2: Funktionen über natürliche Zahlen.

Übung 4.2 Definieren Sie Exponentiation exp auf Church-Ziffern.

Übung 4.3 Definieren Sie Subtraktion sub und euklidische Division^1 div auf Church-Ziffern.

4.4.4 Divergenz

Nicht alle Terme des ungetypten Lambda-Kalküls lassen sich auf Normalform reduzieren. Einfachstes Beispiel für einen divergenten Term ist Ω = (λx. x x) (λx. x x), der durch Selbstanwendung entsteht. Ω ist invariant unter Reduktion: Ω = (λx. x x) (λx. x x) −→ [λx. x x/x](x x) = (λx. x x) (λx. x x) = Ω 4.4.5 Funktionen mit mehreren Argumenten und Curry- ing Funktionen mit mehreren Argumenten (z.B. pair, add) haben wir mit Hilfe von mehrfacher Lambda-Abstraktion definiert. Streng genommen ist z.B. pair eine Funktion, die die erste Komponente als Argument nimmt und eine Funktion zurückgibt, die wieder ein Argument, die zweite Komponente, erwartet, und dann ein Paar erzeugt. Diese Darstellung hat den Vorteil, dass man pair auch teilweise anwenden kann. So kann man eine Funktion pair0 definieren, die nur ein Argument t erwartet und dann ein Paar mit konstanter erster Komponente 0 und zweiter Komponente t erzeugt.

pair0 = pair 0 = (λc_{true}λc_{false}λb. b c_{true} c_{false}) 0 −→ λc_{false}λb. b 0 c_{false}
pair0 t = (λc_{false}λb. b 0 c_{false}) t −→ λb. b 0 t =_β pair 0 t

Im Fall von Paaren mag das nicht besonders sinnvoll sein, aber nehmen wir an, wir hätten eine Exponentiationsfunktion power definiert mit

power n m = m^n
power = λnλm . . .

1Das ist herkömmliches Teilen mit Rest, wie aus der Grundschule bekannt.

Rohfassung vom 27. Mai 2002

Dann können wir Quadratur sqr n = n^2 sehr knapp definieren durch teilweise Applikation von power:

sqr = power 2

Eine Funktion, die teilweise Applikation erlaubt, nennt man gecurryt (nach Haskell Curry).

Alternativ können wir im Lambda-Kalkül Funktionen mit mehreren Argumenten über Paare definieren, z.B. die Additionsfunktion

add = λp. λfλx. (fst p) f ((snd p) f x)

add (pair n m) −→ λfλx. fst (pair n m) f (snd (pair n m) f x)

−→^2 λfλx. n f (m f x) Im Lambda-Kalkül sieht diese Variante etwas umständlich aus, jedoch ist dies in den meisten Programmiersprachen die gängige Form. Etwas eleganter wird sie mit der gebräuchlichen Notation (a_1, . . . , a_n) für n-Tupel. Im SML können wir add dann folgendermaßen implementieren.

add = fn (n, m) => fn f => fn x => n f (m f x)

Das Transformieren einer über Tupel definierte Funktion mit mehreren Argumenten in eine mit iterierter λ-Abstraktion nennt man currying, die Gegentransformation uncurrying.

Übung 4.4 Definieren Sie eine λ-Funktion curry, die eine Funktion f als Argument nimmt, welche wiederum ein Paar von Argumenten erwartet, und eine Funktion zurückliefert, die zwei einzelne Argumente erwartet, aber sonst das Gleiche leistet wie f.

Übung 4.5 Definieren Sie auch eine Funktion uncurry.

4.5 Formale Behandlung des Lambda-Kalküls

Nach dem wir gesehen haben, was wir im Lambda-Kalkül programmieren können, wollen wir den Lambda-Kalkül von außen betrachten und schon benutzte Begriffe wie freie Variable und Substitution präzisieren. Die folgende Definition erfasst wohlgeformte Terme des ungetypten Lambda-Kalküls.

Definition 4.4 (Terme des ungetypten Lambda-Kalküls) Sei V eine abzählbare^2 Menge für Namen von Variablen. Die Menge Tm der wohlgeformten Terme ist die kleinste Menge, die unter folgenden Regeln abgeschlossen ist:

1. Wenn x ∈ V, dann x ∈ Tm.

2. Wenn x ∈ V und t ∈ Tm, dann λxt ∈ Tm.

3. Wenn t_1 ∈ Tm und t_2 ∈ Tm, dann t_1 t_2 ∈ Tm.

2Abzählbar impliziert immer unendlich.

Rohfassung vom 27. Mai 2002

Die Menge der freien Variablen eines Terms lässt sich durch die folgende strukturell rekursive Funktion implementieren.

Definition 4.5 (Freie Variablen) Für t ∈ Tm bezeichnet FV(t) ⊆ V die Menge der freien Variablen von t. FV(x) = {x} FV(λxt) = FV(t) \ {x} FV(t_1 t_2) = FV(t_1) ∪ FV(t_2)

Nachdem wir Substitution schon intuitiv verwendet haben, wollen wir sie jetzt formal definieren. Um in einem Termbaum t eine Variable x durch einen Term s zu ersetzen, müssen wir in t alle mit x bezeichneten Blätter finden und anstatt ihrer s einhängen. Die Substitutionsfunktion verfährt natürlicherweise also durch Rekursion über t. Hier eine erste Definition: [s/x]x = s [s/x]y = y x ≠ y [s/x]λyt = λy. [s/x]t [s/x](t_1 t_2) = ([s/x]t_1) ([s/x]t_2)

Der Fall λyt hat noch zwei Schwachstellen. Erstens, auch gebundene Variablen werden ersetzt (falls y = x), z.B. [z/x]λx x = λx. [z/x]x = λx z Die Bedeutung dieses Terms hat sich geändert, eine gebundene Variable ist plötzlich frei geworden. Der umgekehrte Fall kann auch eintreten, es können freie Variablen in s “eingefangen” werden (engl. variable capture), z.B. [x/z]λx. z x = λx([x/z]zx) = λx. x x Beide Probleme können behoben werden, wenn wir bei der Substitution die gebundene Variable y durch eine frische Variable y^′ ersetzen, die weder in s noch in t vorkommt. Solche neuen Variablen sind immer verfügbar, da wir eine unendliche Variablenmenge V zugrunde gelegt haben. Außerdem ändert sich gemäß α-Regel die Bedeutung des Termes nicht. Nun also die verbesserte Definition der Substitution.

Definition 4.6 (Substitution) Für Terme s, t ∈ Tm und eine Variable x ∈ V bezeichnet [s/x]t ∈ Tm den Term, der durch Ersetzung aller freien Vorkommen von x in t entsteht. [s/x]x = s [s/x]y = y x ≠ y [s/x]λyt = λy^′. [s/x][y^′/y]t y^′ neue Variable [s/x](t_1 t_2) = ([s/x]t_1) ([s/x]t_2)

Rohfassung vom 27. Mai 2002

Falls in der dritten Zeile x = y, kann t keine freien Vorkommen von x enthalten, die substituiert werden müssten. An dieser Stelle kann man die Substitution beenden. Außerdem, falls y ≠ x und y ∉ FV(s), kann man sich das Umbennenen sparen. Damit ergeben sich folgende Optimierungen: [s/x]λxt = λxt [s/x]λyt = λy. [s/x]t falls y ≠ x und y ∉ FV(s)

Rohfassung vom 27. Mai 2002

Rohfassung vom 27. Mai 2002