Theorie und Implementation
objektorientierter Programmiersprachen

Andreas Abel
Ludwig-Maximilians-Universitét

Rohfassung vom 1. Oktober 2002

Skript zur Vorlesung Theorie und Implementation objektorientierter Program-
maersprachen. Weiteres Material ist bereitgestellt unter
http://www.tcs.informatik.uni-muenchen.de/~abel/00/index.html.

Kommentare und Verbesserungsvorschlédge bitte an abel@informatik.uni-muenchen.de.

Dieses Skript ist in Bearbeitung. Die Prisentation des Stoffes ist unvollsténdig
und hochstwahrscheinlich fehlerbehaftet. Zitate verwandter Arbeiten fehlen.
Bitte dieses Dokument nicht zitieren.

Copyright (©) 2002, Andreas Abel



ii

Rohfassung vom 1. Oktober 2002



Inhaltsverzeichnis

1 Einfiihrung
1.1 Geschichte objektorientierter Programmierung . . . ... .. ..
1.2 Wesentliche Konzepte der Objektorientierung . . . . . . . .. ..
1.3 Sicherheit durch formale Methoden . . . . . . .. ... ... ...
1.4 Typ-Systeme . . . . . . .. . ..
1.5 Statische und dynamische Typpriifung . . . . . . .. ... .. ..
1.6 Typpriifung fiir objekt-orientierte Sprachen . . . . . .. ... ..
1.7 Ziel und Inhalt der Vorlesung . . . . . . ... .. ... ... ...

2 Ungetypte arithmetische Ausdriicke
2.1 Externe Syntax . . . . . . . . ...
2.2 Interne Syntax . . . . .. .. ...
2.2.1 Induktiv definierte Mengen . . . . . ... ... ... ...
2.2.2 Rekursion iiber induktive Mengen . . . . . ... .. ...
2.2.3 Beweise durch Induktion . . . . . . ... ... ...
2.3 Semantik . ...
2.3.1 Abstrakte Maschine . . . . . ... ... ... ... .. ..
2.3.2 Natiirliche Semantik . . . ... ... .. ... .. .....

3 Getypte arithmetische Ausdriicke

4 Der ungetypte Lambda-Kalkiil
4.1 Die A-Notation . . . . . . .. ...
4.2 Syntax des reinen Lambda-Kalkiils . . . . .. ... ... ... ..
4.3 Operationale Semantik . . . . . . ... ... 0000
4.4 Programmieren im Lambda-Kalkdl . . . . . .. ... 0oL
4.4.1 Church-Booleans . . . . ... ... ... ... ......
4.42 Paare . . .. ...
4.4.3 Church-Ziffern . . ... ... ... .. .
4.44 Divergenz . . . . . . ...
4.4.5 Funktionen mit mehreren Argumenten und Currying . . .
4.5 Formale Behandlung des Lambda-Kalkils . . . . ... ... ...

Rohfassung vom 1. Oktober 2002

DWW W NN N -

I T T =
0 Ul UL i W R, O © O

19

21
21
23
23
25
25
26
27
28
28



iv INHALTSVERZEICHNIS

5 Der getypte Lambda-Kalkiil
51 Booleans . . . . . . . . .. e
5.2 Einfach-getypter A-Kalkil . . . . ... ... ... 000

6 Erweiterungen des getypten Lambda-Kalkiils

6.1 Der ein-elementige Typ . . . . . . .. ... ... ...
6.2 Befehlssequenzen und let . . . . . . . ... ... ... ... ...
6.3 Produkttypen . . . . . ... o
6.4 Datensatztypen . . . . . . .. ..o Lo
6.5 Rekursion . . .. .. ... L
6.6 Zusammenfassung . . . . .. .. ...

6.6.1 Syntax . . . . . ...

6.6.2 Auswertung mit Call-by-Value . . ... ... ... ... ..

6.6.3 Typisierung . . . . . . . .. Lo oo

7 Referenzen

8 Untertypen
8.1 Subsumption . . .. ... ...
8.2 Regeln der Untertyp-Beziechung . . . . . .. ... ... ... ...
8.3 Entscheidung der Untertyp-Beziehung . . . . ... .. ... ...

9 Objekt-orientierte Programmierung
9.1 Objekte, Methoden . . . . . . ... ... ... ... ... .
9.2 Konstruktor . . . . .. ..o
9.3 Subtyping . . . . ...
9.4 DBiindelung der Instanzen-Variablen . . . . . .. ... .. ... ..
9.5 Klassen . . . . . . ..
9.6 Zusétzliche Instanzenvariablen . . . . . .. ... ... ...
9.7 self (ohne dynamische Bindung) . . . . ... ... ... .. ...
9.8 self (mit dynamischer Bindung) . . ... ... ... ... ...

10 Featherweight Java

Literatur

Rohfassung vom 1. Oktober 2002

33
33
34

37
37
37
37
37
37
37
37
38
40

43

47
47
48
48

51
51
52
52
52
52
53
53
54

57

59



Kapitel 1

Einfithrung

Objektorientierte Programmiersprachen haben sich einen festen Platz in profes-
sioneller Softwareentwicklung erobert. Herausragend sind die Sprachen C++,
die eine Erweiterung des “Marktfithrers” C um objektorientierte Konstrukte
darstellt, und JAVA, die besonders zur Entwicklung portabler und platformiiber-
greifender Software verwendet wird. Beide Sprachen sind vergleichsweise jung.
Die erste Definition von C++ war 1986 abgeschlossen, JAVA kam 1995 auf den
Markt. Das Prinzip der Objektorientierung ist jedoch beinahe vierzig Jahre alt
und findet sich bereits bei SIMULA 1 (1964) und Smalltalk (1972) [Zus99].

Ein Objekt, die Grundeinheit objekt-orientierter Programmiersprachen, ist
eine Entitdt mit einem gewissen Verhalten, das durch seine Methoden bestimmt
wird. Eine Liste von Methoden, iiber die ein Objekt gesteuert werden kann, wird
als Schnittstelle (Interface) bezeichnet. Idealerweise spezifiziert diese Schnitt-
stelle das Verhalten des Objekts unter Aufruf seiner Methoden. In realen Pro-
grammiersprachen ist jedoch meist nur fiir jede Methode der Typ gegeben, der
angibt, wie die Methode syntaktisch korrekt benutzt werden kann. Es gibt je-
doch Spezifikationssprachen wie z.B. die Unified Modelling Language (UML),
oder Spracherweiterungen wie ESC JAVA [DLNS98], die eine teilweise Definiti-
on des Verhaltens erméglichen.

Ein weiteres Kernkonzept in objektorientierten Programmiersprachen sind
Klassen. Eine Klasse implementiert ein Schnittstelle; sie definiert die internen
Datenelemente (Felder) von Objekten eben dieser Klasse und implementiert die
Methoden der Schnittstelle. Jedes Objekt wird genau einer Klasse zugeordnet,
kann aber mehreren Schnittstellen geniigen. Zur Laufzeit eines objektorientier-
ten Programmes muss klar sein, welcher Klasse ein bestimmtes Objekt angehort,
um Aufrufe von Methoden dieses Objekts ausfithren zu kénnen. Die Klasse eines
Objekts kann auch einfach als ihr Typ angesehen werden.

[ Bla bla... Hier folgen nun die Folien des ersten Vortrags. |
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2 Einfiihrung

1.1 Geschichte objektorientierter Programmie-
rung

1. Vorldufer: SIMULA 1 (1964): Sprache fiir Simulationen.
2. Smalltalk (1972): Erste rein objektorientierte Sprache.
3. C++ (1986): Hybridsprache: Prozedural und objektorientiert.

4. JAVA (1995): Typsichere (?) OO-Sprache fiir platformunabhéngige An-
wendungen.

5. weitere: ObjectPascal, MODULA-3, Oberon ...

1.2 Wesentliche Konzepte der Objektorientierung
Operationelle Konzepte:

1. Methoden und dynamische Bindung

2. Vererbung

3. Spéte Bindung
Sicherheitskonzepte:

4. Datenkapselung

5. Subtyping (Interfaces, Subclasses)

1.3 Sicherheit durch formale Methoden

e Anforderung an moderne Programmiersprachen: zur Verldsslichkeit und
Robustheit von Software beitragen.

e Vollstindige Korrektheitsbeweise durch formale Methoden sind sehr auf-
wendig und meist zu teuer.

e Schlanke formale Methoden: beschranken sich auf automatisch testbare
Eigenschaften von Programmen.

1. Typ-Systeme
2. Model-Checker

3. Laufzeitiiberwachungssysteme
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1.4 Typ-Systeme 3

1.4 Typ-Systeme
e Definition (Benjamin Pierce [Pie02]):

A type system is a syntactic method for automatically proving
the absence of certain program behaviours by classifying phrases
according to the kinds of values they compute.

e Typsicherheit:

1. Jeder korrekte Programmausdruck hat einen Typ.
2. Der Typ eines Ausdrucks éndert sich durch Auswertung nicht.

3. Ein wohlgetypter Ausdruck erzeugt keine unerwarteten Laufzeitfeh-
ler.

e Slogan: Well-typed programs cannot go wrong.

1.5 Statische und dynamische Typpriifung

Statisch Dynamisch
Typpriifung | beim Ubersetzen zur Laufzeit
Vorteil Fehler frither erkannt Nur wirkliche Fehler
Nachteil Korrekte Programme abgelehnt | Fehler “schlummern”
Sprachen ML, Haskell LISP, Scheme

C, C++, JAVA JAVA

Bemerkung: Nicht alle Sprachen mit Typpriifung sind auch typsicher. Unsicher
sind z.B. C und C++.

1.6 Typpriifung fiir objekt-orientierte Sprachen

e Typsysteme fiir objekt-orientierte Sprachen sind kompliziert:
e Das Typ-System von JAVA ist stellenweise unnotig restriktiv.

e Beispiel: Cloning.
interface Move {}
/* A game board with undo */
abstract class Board {
Board prev;

void copyFrom (Board board) {
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Einfiihrung

3

this.prev = board.prev;

+
abstract Board copy();

abstract void doMove (Move move);

void back () {
this.copyFrom (this.prev);

}

void forward (Move move) {
Board board = this.copy();
this.prev = board;
this.doMove (move);

class ChessBoard extends Board {

}

boolean turn; /* ... further instance variables */
ChessBoard () { /* initialize */ }

void copyFrom (ChessBoard chessBoard) {
super.copyFrom (chessBoard);
this.turn = chessBoard.turn; /* ... further code */
}
ChessBoard copy() {
ChessBoard chessBoard = new ChessBoard();
chessBoard.copyFrom (this);
return chessBoard;

3

void doMove (Move move) { /* perform chess move */ }

Die abgeleitete Klasse ChessBoard kopiert auch sich selbst, deswegen sollte
die Methode copy ein Objekt vom Typ ChessBoard zuriickgeben. Dies
scheitert jedoch am Compiler:

cloning. java:36: The method ChessBoard copy() declared in class
ChessBoard cannot override the method of the same signature
declared in class Board. They must have the same return type.

ChessBoard copy() {

1 error

Eine akzeptierte Implementation von ChessBoard lautet:

Rohfassung vom 1. Oktober 2002



1.6 Typpriifung fiir objekt-orientierte Sprachen 5

class ChessBoard extends Board {
boolean turn; /* ... further instance variables */

ChessBoard () { /* initialize */ }

void copyFrom (Board chessBoard) {

super.copyFrom (chessBoard);

this.turn = ((ChessBoard)chessBoard) .turn; /* ... further code */
}
Board copy() {

ChessBoard chessBoard = new ChessBoard();

chessBoard. copyFrom (this);

return (Board)chessBoard;

}

void doMove (Move move) { /* perform chess move */ }

e Manchmal ist das operationelle Verhalten iiberraschend.

e Beispiel: Equality.
/* classes with equality */

class A {
int x;

A (int x) { this.x = x; }
boolean eq(A a) {
return this.x == a.x;
}
}

class B extends A {
int y;

B (int x, int y) { super(x); this.y = y; }
boolean eq(B b) {
return super.eq(b) && this.y == b.y;
}
}

class Eq {
public static void main (Stringl[] args) {
A al = new A(1);
B bl = new B(1,2);
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6 Einfiihrung

if (al.eq(bl)) System.out.println ("al = bl");
else System.out.println ("NOT al = bl");
if (bl.eq(al)) System.out.println ("bl = al");
else System.out.println ("NOT bl = al");

}

Das Ergebnis verbliifft und ist bedingt durch overloading.

al = bl
bl = al

e Das Typ-System von JAVA enthilt fehlerhafte Regeln.
e Beispiel: Arrays.
class A { }
class B extends A { void bla() { System.out.println("Class B blabla."); } }
class C {
A a =new AQ;
void assign (A[] v) {

v[0] = a;
}

public static void main (String[] args) {
C c = new CO;
B[] v = new B[1];
c.assign (v);
v[0].pla();

3

Das Programm produziert einen Typfehler zur Laufzeit, obwohl es keine
kritischen Casts enthilt. Ursache ist eine fehlerhafte Typregel fiir Arrays.

Exception in thread "main" java.lang.ArrayStoreException

at C.assign(Compiled Code)
at C.main(Compiled Code)

1.7 Ziel und Inhalt der Vorlesung

Ziel: Beherrschung von Typsystemen fiir OO-Sprachen.
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1.7 Ziel und Inhalt der Vorlesung 7

1. Theorie

e Schrittweise Einfithrung in Typen und korrekte Typregeln.

e Beweis von Typsicherheit fiir zunehmend méchtigere Systeme.
2. Implementation

e Umsetzen der theoretischen Erkenntnisse in funktionierende Typpriifer.

e Entwicklung eines typsicheren Interpreters fiir eine objektorientierte
Sprache.

Rohfassung vom 1. Oktober 2002
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Kapitel 2

Ungetypte arithmetische
Ausdriicke

In diesem Kapitel fithren wir eine simple “Programmiersprache” fiir Ganzzahlen
und Zeichenketten ein. Die Sprache ist so rudimentir und hat den Namen Pro-
grammiersprache eigentlich nicht verdient. Sie hilft uns aber, wichtige Konzepte
der formalen Behandlung von Programmiersprachen zu verdeutlichen.

In unserer Metasprache seinen die ganzen Zahlen 0, 1, -1, 2, -2, ...und
Zeichenketten "hallo", "bla", ...vorhanden. Mit Metasprache meinen wir die
Sprache, in der wir unsere Objektsprachen, d.h. die uns interessierenden Frag-
mente von objektorientierten Programmiersprachen, definieren und analysieren.
Diese Metasprache ist die Sprache der Mathematik, und in einigen Féllen die
Programmiersprache, die wir fiir die Implementation eines Interpreters oder Ty-
ppriifers verwenden. In diesem Kapitel benutzen wir Haskell [?].

In der Mathematik wird die Menge der ganzen Zahlen mit Z bezeichnet,
die Menge der Zeichenkette bezeichnen wir mit S. In Haskell heifit der Typ der
ganzen Zahlen Int und der Typ der Zeichenketten String. Fiir ganze Zahlen
verwenden wir die Buchstaben i, j, k und fiir Zeichenketten s.

2.1 Externe Syntax
Die Sprache, die wir in diesem Kapitel vorstellen, behandelt einen kleinen Teil

der giiltigen Ausdriicke von JAVA. Dieser Teil kann durch folgende (BNF-ihn-
liche) Grammatik beschrieben werden.

e = n konstante ganze Zahl 0, 1, -1, ...
| s konstante Zeichenkette, z.B. "hallo"
| e1+es Addition
| e1—es Subtraktion
| e.length() Lénge der Zeichenkette e
|

Integer.toString(e)  Verwandlung der Zahl e in eine Zeichenkette

Rohfassung vom 1. Oktober 2002



10 Ungetypte arithmetische Ausdriicke

Beispiel 2.1 Folgende JAVA-Ausdriicke werden von der Grammatik erfasst.

5+ 4

"hallo".length() + 1
Integer.toString(753) .length()
"hallo" + 1.length()

Dabei ist der letzte Ausdruck “unsinnig” und wird vom JAVA-Compiler zuriick-
gewiesen. Wie man die sinnvollen von den unsinnigen Ausdricken unterschei-
det, werden wir in Kapitel 8 besprechen.

2.2 Interne Syntax

Um knapp und prézise iiber Programmausdriicke reden zu kénnen, fithrt man
eine interne oder abstrakte Syntar ein. Manchmal dient sie auch dazu, eine
gedachte Programmiersprache zu definieren und zu analysieren, ohne sich iiber
eine genaue Definition der Syntax den Kopf zerbrechen zu miissen.

t n konstante ganze Zahl
s konstante Zeichenkette
t1 plus to Addition

t1 minus to Subtraktion

lent String-Lénge

strt Verwandlung in Zeichenkette

Diese rekursive Definition der giiltigen Terme ¢ lisst sich in Haskell durch den
folgenden rekursiven Datentyp beschreiben.

data Term = CInt Int

| CStr String

| Plus Term Term

| Minus Term Term
| Len Term

|

Str Term

Das Symbol Term bezeichnet den neuen Typ der Terme, den wir durch die sechs
Klauseln definieren. Die Symbole CInt, CStr, Plus, Minus, Len und Str sind
sogenannte Konstruktoren, durch die Ausdriicke vom Typ Term erzeugt werden
konnen. In unserem Fall haben sie je ein bis zwei Argumente vom Typ Int,
String oder Term. Die dritte Klausel z.B. ist so zuverstehen: sind ¢; und %o
Ausdriicke vom Typ Term, so ist Plus t; to wieder ein Ausdruck vom Typ Term.

Beispiel 2.2 Die JAVA-Ausdriicke aus dem letzten Bespiel lassen sich wie folgt
in interne Syntaz tbersetzen und in Ausdriicke vom Typ Term tbersetzen:

5 plus 4 Plus (CInt 5) (CInt 4)

(len "hallo") plus 1 Plus (Len (CStr "hallo")) (CInt 1)
len (str 753) Len (Str (CInt 753))

"hallo" plus (len 1) Plus (CStr ("hallo")) (Len 1)
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2.2 Interne Syntax 11

Wie aus den Beispielen deutlich geworden ist, betrachten wir Klammern
zwar nicht als priméren Bestandteil unserer internen Syntax, benutzen sie aber,
um Ausdriicke zu disambiguieren. So ist z.B. die Struktur des Ausdrucks

1 minus 2 minus 3

nach unserer Grammatik nicht eindeutig; durch Klammersetzung entscheiden
wir uns fiir eine der Moglichkeiten

1 minus (2 minus 3)

oder

(1 minus 2) minus 3.

2.2.1 Induktiv definierte Mengen

Die oben gegebene Grammatik der internen Syntax ist eine Kurzschreibweise
fiir die folgende induktive Definition der Menge von Termen Tm.

Definition 2.1 (Terme, induktiv)

1. ZCTm

2.SCTm

3. Sind t1,t3 € Tm, so auch t; plus t9, t; minus ty € Tm.

4. Istt € Tm, so sind lent, strt € Tm.
Diese Definition kann auch durch folgende Inferenzregeln ausgedriickt werden:
Definition 2.2 (Terme, durch Inferenzregeln)

1 €7 seS

1€ Tm s€Tm

ty € Tm to € Tm t1 € Tm to € Tm

t1 plusto € Tm t1 minus 9 € Tm

teTm teTm

lent € Tm strt € Tm

Mit Hilfe dieser Inferenzregeln lassen sich Beweisbdume oder Herleitungen, ge-
nerieren, die belegen, warum ein bestimmter Ausdruck ¢ in Tm ist (bzw. wie er
da “hereingekommen” ist). Dabei ist jede Regel so zu lesen: Wenn die Primissen
iiber dem Balken erfiillt sind, so gilt die Konklusion unter dem Balken.
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12 Ungetypte arithmetische Ausdriicke

Beispiel 2.3 Wir beweisen, das (len "hallo") plus 1 ein Term unserer Spra-
che ist.

"hallo" €S
"hallo" € Tm l1eZ
len"hallo" € Tm 1€Tm

(len"hallo") plus 1 € Tm

Genauso kann man beweisen, dass der unsinnige Ausdruck "hallo" plus (len 1)
€ Tm.

Ubung 2.1 Geben Sie eine Herleitung von (len (str "bla")) minus (5 plus 3)
€ Tm an.

Die Menge Tm ist definiert als die kleineste Menge, die unter den Inferenz-
regeln abgeschlossen ist.

Wir kénnen die Menge der Terme schrittweise von unten konstruieren, mit
Hilfe der folgenden Definition.

Definition 2.3 (Terme, schrittweise) Fiir jede natiirliche Zahl n, definiere
eine Menge T,, wie folgt:

0

= ZUS

U  {t1 plus ta,t; minus o | t1,t2 € T}
U {lent,strt|teT,}

Ty
Tn —+1

Schliesslich sei T = J,,cy T der Limes der Folge (T,)nen-

Ubung 2.2 Geben Sie einen Ausdruck t an mit t € Ty aber t & Ts.

Satz 2.1 Die Mengen T,, sind kumulativ, d.h. T,, C T}, 1 fiir beliebiges n € N.
Ubung 2.3 Beweisen Sie Satz 2.1.

Die Konstruktion der Menge der Terme ist korrekt, d.h. T ist die kleinste
Menge, die unter den Inferenzregeln in Definition 2.2 abgeschlossen ist.

Satz 2.2 T = Tm. Das entspricht:
1. T ist unter den Regeln in Def. 2.2 abgeschlossen.
2. Sei T" unter den Inferenzregeln abgeschlossen. Dann T C T".

Beweis.

1. Beispielhaft zeigen wir das t; plus t; € T, falls ¢t1,to € T. Nach Vor-
aussetzung gibt es Indices ni,ne € N mit ¢, € T,,, und to € T,,. Sei
n = max(ny,ng). Da die Folge (Ty;)men kumulativ ist (Satz 2.1), sind
t1,to € T, und damit ist ¢; pluste € T,y CT.
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2.2 Interne Syntax 13

2. Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle Indices n € N und alle Terme t € T;
auch ¢t € T gilt. Wir beweisen diese Aussage durch vollstéindige Induktion
iiber n.

Sei z.B. lent € T". Dann ist n > 1 und ¢ € T,,_1. Nach Induktionsvor-
aussetzung ist t € T7”’. Da T’ unter den Inferenzregeln abgeschlossen ist,
gilt auch lent € T".

Ubung 2.4 Vervollstindigen Sie diesen Beweis fiir die noch nicht behandelten
Fille.

2.2.2 Rekursion iiber induktive Mengen

In unserer Metasprache kénnen wir nun Funktionen definieren, die Terme ma-
nipulieren. Beispielweise eine Funktion |-|: Tm — N, die die Grofe eines Terms
bestimmt. Wir definieren diese Funktion rekursiv, und durch Fallunterscheidung
iiber die verschiedenen Termformen. Wir geben eine Definition in mathemati-
scher Notation und eine in Haskell.

| -] : Tm—N size :: Term -> Int

2] =1 size (CInt i) =1

| =1 size (CStr s) =1

|t1 plus ta] = 1+ |t1] +|t2|] size (Plus t1 t2) = 1 + size tl + size t2
|t1 minus to| = 1+ |t1] + |[t2] size (Minus t1 t2) = 1 + size tl + size t2
| lent]| =1+t size (Len t) = 1 + size t

| strt| =1+t size (Str t) = 1 + size t

Diese Definition ist dadurch gerechtfertigt, dass eine rekursive Verwendung
immer nur mit “kleinerem” Argument auftritt. In der Definition der Gréfie von
t1 plus to z.B. wird sich nur auf die Grole der Subterme t; und t5 bezogen.
Diese Intuition konnen wir auch mathematisch prézise fassen. Wir definieren
eine Folge von Funktionen (size,)nen:

sizeo : TO — N
size,41 @ Thy1 — N verwendet size, : T, —» N

Jede dieser Funktion ist nicht rekursiv und approximiert die zu konstruierende
Funktion |- | : T'— N, welche wir als Grenzwert der Folge erhalten.

Funktionen iiber Terme wie | - |, die sich selbst nur mit Subtermen als Ar-
gument aufrufen, nennt man auch strukturell rekursiv. Eine weitere strukturell
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14 Ungetypte arithmetische Ausdriicke

rekursive Funktion berechnet die Hohe eines Terms.

height : Tm—N

height(4) =1

height(s) =1

height(t; plus t2) = 14 max(height(¢1), height(ts))
height(t; minus t2) = 14 max(height(¢1), height(ts))
height(lent) = 1+ height(¢)

height(strt) = 1+ height(t)

Ubung 2.5 Schreiben sie eine strukturell rekursive Funktion, die einen Aus-
druck der internen Syntax in externe Syntax Ubersetzt.
2.2.3 Beweise durch Induktion
Es gibt drei Arten, beweise fiir Aussagen iiber Terme ¢ zu fiihren:
1. Induktion iiber die Termhohe height(t) € N.
2. Induktion iiber die Termgrosse [¢| € N.
3. Strukturelle Induktion {iber die Konstruktion von ¢t € Tm.

Alternative 3 vermeidet den Umweg iiber die natiirlichen Zahlen und fiihrt mei-
stens zu einer klaren Beweisstruktur. Wann immer moglich, werden wir struk-
turelle Induktion verwenden.

Satz 2.3 Fiir alle Terme t € Tm gilt height(t) < |¢|.

Beweis. Durch strukturelle Induktion iiber ¢ € Tm. Wir miissen nun alle sechs
Falle abhandeln:

Fall t = i. Es gilt height(i) =1 <1 = |i|.
Fall t = s. Analog.

Fall t = t1 plus to. Nach Induktionsvoraussetzung ist height(t,) < |t,| fiir
n € {1,2}. Somit gilt

height(t) = 1 + max(height(¢1), height(t2)) < 1+ [t1] + |t2| = |¢]-

Fall t =ty minus t5. Analog.

Fall t = lent’. Nach Induktionsvoraussetzung ist height(¢') < |¢/|. Damit auch
height(t) = 1 + height(¢') < 1+ [¢'| = |¢|.

Fall t = str(t'). Analog. a

Ubung 2.6 Beweisen Sie |t| < 2"t () — 1 fiir alle Terme t € Tm.
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2.3 Semantik

Bis jetzt haben wir die Terme als reine syntaktische Objekte behandelt. Obwohl
die Namen der Termkonstruktoren eine gewisse Bedeutung suggerieren, haben
wir doch die Semantik nicht definiert.

Es gibt verschiedene Methoden, die Bedeutung von Programmkonstrukten
mathematisch prézise zu erkldren. Man unterscheidet zwischen

1. operationeller Semantik, welche fiir jeden Term beschreibt, wie er von einer
abstrakten Maschine ausgewertet wird,

2. denotationeller Semantik, die Terme in mathematische Objekte iibersetzt,
und

3. axiomatischer Semantik, die das Programmverhalten durch logische Axio-
me beschreibt.

Wir werden uns ausschlielich mit der ersten Alternative befassen, da sie gleich-
zeitig einen Grundbaustein zur Implementation eines Interpreters darstellt.
In der Praxis findet man héufig eine von zwei weiteren Alternativen.

e Natiirlich-sprachliche Semantik. Programmkonstrukte werden informell er-
klart.

o Gar keine Semantik. Es gibt keine genaue Sprachbeschreibung. Die Bedeu-
tung eines Programms ergibt sich, in dem man es kompiliert und ausfiihrt.

Diese Ansitze haben entscheidende Schwichen: Falls keine genaue Spezifikati-
on existiert, werden verschiedene Ubersetzer ein- und dasselbe Programm mit
grofler Wahrscheinlichkeit leicht unterschiedlich interpretieren. Anwendungen,
die unter einem Compiler entwickelt wurden, funktionieren mit einem anderen
Compiler plotzlich nicht mehr. Die Programmiersprache ist nicht portabel.

2.3.1 Abstrakte Maschine

Wir definieren die Auswertung eines Programmausdrucks durch eine abstrakte
Maschine. Die Maschine ist abstrakt in dem Sinne, dass wir konkrete Details
ignorieren, z.B. wie Speicher représentiert ist etc. Das Ergebnis der Berechnung
durch die Maschine ist ein Wert. In unserem Fall gibt es nur zwei verschiedene
Kategorien von Werten.

von= 4 Ganzzahl-Konstante
| s  String-Konstante

Der Zustand der Maschine wird vollstindig bestimmt durch den Ausdruck, der
gerade ausgewertet werden soll. Durch einen Auswertungsschritt wird die Ma-
schine in den néichsten Zustand iiberfiithrt, den wir wiederum durch einen Aus-
druck charakterisieren. Die Zustandsiibergangsrelation koénnen wir daher als
binédre Relation zwischen Termen schreiben.

t—t/ t wertet in einem Schritt zu ¢’ aus
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16 Ungetypte arithmetische Ausdriicke

Welche Terme sollen wir nun in Relation zueinander setzen? Zuerst einmal de-
finieren wir, wie sich unsere Operationen plus, minus, len, str auf Werten
verhalten.

Definition 2.4 (Auswertungssemantik I: Berechnungsregeln)

; ; — E-PLUSVV wobet i3 die Zahl i1 + 19 bezeichnet
11 plus io — 13
R ; — E-MINUSVV wobei i3 die Zahl i1 — io bezeichnet
i1 minus io — i3
— E-LENV wobei iy die Linge von s bezeichnet
lens — 14
E-STRV

- wobei s; die Dezimalnotation von i bezeichnet
str1 — s;
Einen Ausdruck t, der mit einer der Berechnungsregeln in einen Ausdruck t
iiberfithrt werden kann (¢ — t'), nennt man Redez. Den Term ¢ nennt man
Redukt. In unserer Sprache sind Redices von der folgenden Form.

r = 1) plus iy

| 41 minus iy
| lens

| stri

Beispiel 2.4 Redices und ihre Redukte.

544 — 9
len "hallo" — 5
str 753 —  "753"

Noch ungeklért ist, wie z.B. der Ausdruck (5 plus 4) minus (4 plus 3) ausge-
wertet wird. Es fehlen noch Regeln, die angeben, was z.B. mit Termen ¢; minus
to passieren soll, wenn t; oder to keine Werte sind. Im Prinzip haben wir im
obigen Beispiel zwei Moglichkeiten:

(5 plus 4) minus (4 plus 3) — 9 minus (4 plus 3) — 9 minus 7 — 2,
oder
(5 plus 4) minus (4 plus 3) — (5 plus 4) minus 7 — 9 minus 7 — 2.

Wir kénnten nun beide zulassen, dann wire unsere Auswertung nicht-determi-
nistisch. Wir bevorzugen jedoch eine deterministische Auswertungsstrategie, in
der Fachliteratur under dem Namen left-most outer-most reduction oder head
reduktion bekannt. Diese bearbeitet immer den Redex, der “am weitesten links”
im Term bzw. im sogenannten Kopf (engl. head) des Termes steht. Die folgenden
Regeln ermoglichen die Auflosung eines Redexes tief innerhalb eines Terms,
jedoch nur des am weitesten links stehenden Redexes.
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Definition 2.5 (Auswertungssemantik II: Kongruenzregeln)

t1 — t] t—t
- E-PLusTT - E-PLusVT
t1 plus to — ¢} plus i iplust — iplust
tp — 1) t—t'
: — E-MiNusTT E-MiNusVT
t; minus {3 — ¢} minus ¢, iminus t — ¢ minus t’
t—t t—t

——  E-LENT — E-STRT
lent — lent’ strt — strt’

Die Kongruenzregeln haben je eine Hypothese: Z.B. liest sich die Regel E-LENT
folgendermaflen: Wenn die Maschine ¢ in einem Schritt zu ¢’ auswerten kénnte,
dann ist der Ubergang von lent nach lent’ auch moglich. Die Moglichkeit
eines Auswertungsschrittes konnen wir durch eine Herleitung belegen, an deren
Anfang eine Berechnungsregel steht, gefolgt von Kongruenzregeln.

Beispiel 2.5

E-STRV
E-LENT

str 753 — "753"

len(str753) — len"753"

E-PLUsTT
len(str 753) plus (5 plus 4) — (len"753") plus (5 plus 4)

Ubung 2.7 Fir die folgenden Terme t, entscheiden Sie ob ein Auswertungs-
schritt zu einem Term t' méglich ist. Wenn ja, geben Sie eine Herleitungen fiir
t—t an.

1. t = 5minus ((len"hallo") plus (2 minus 3)).
2. t = (1len753) plus (str "hallo").

3. t = str((4 plus 1) minus (len "hallo")).

Definition 2.6 (Reduktion) Die durch die Berechnungs- und Kongruenzre-

geln definierte Relation — heif$t Ein-Schritt-Reduktion oder Ein-Schritt- Auswertung
und ist eine small-step semantics. Die Regeln nennen wir auch Reduktionsre-
geln.

Alle Terme ¢, die nicht mit irgeneinem anderen Term ¢’ in der Relation ¢ — ¢t/
stehen, kénnen auch nicht weiter ausgewertet werden. Diese nennen wir Nor-
malformen. Darunter fallen z.B. alle Werte v, aber auch unsinnige Terme wie
;minus 5.

Definition 2.7 (Normalform) Gibt es keint’ mitt — t' so ist t in Normal-
form.

Satz 2.4 Jeder Wert v ist in Normalform.
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18 Ungetypte arithmetische Ausdriicke

Beweis. Durch Uberpriifen aller Auswertungsregeln. O
Unsere Auswertungsrelation ist in der Tat deterministisch.

Satz 2.5 (Auswertung ist deterministisch) Wenn t — ¢ und t — t”,
dann ist t' =1t".

Beweis. Durch Induktion nach t — ¢'. O

[ Beweis ausfiihren. |
Definition 2.8 (Mehr-Schritt-Reduktion) Wir definieren die Relationen:

—T transitive Hiille von —

—* reflexiv-transitive Hiille von —

Ubung 2.8 Definieren Sie —* und —* durch Inferenzregeln. Dabei diirfen
Sie — als gegeben voraussetzen.

Satz 2.6 (Mehr-Schritt-Auswertung ist deterministisch) Seit ein Term
und u,u’ Normalformen. Wenn t —* u und t —* v/, dann u = u’.

2.3.2 Natiirliche Semantik

Im letzten Teil haben wir eine operationelle Semantik in Form einer small-
step Auswertungsrelation kennengelernt. Dabei wurden die einzelnen Schritte
spezifiziert, die eine abstrakte Maschine durchfiithren kann, um einen Ausdruck
in Normalform iiberzufiihren. Alternativ kann man die Semantik auch natirlich
bzw. in Form einer big-step Auswertungsrelation definieren. Diese Relation gibt
direkt an, zu welchem Wert ein Term auswertet.

Definition 2.9 (Big-step Semantik) Die Auswertungsrelationt | v ist durch
folgende Regeln gegeben.

B-VALUE
viwv
t1 i ta i t1 i to i
! - 24 %2 B-PLus 140 > 2 B-MiNUs
t1 plus to U (i1 + ig) ty minus to || (il — ig)
tis tii
—— B-LEN — B-STR
lent | ig strtl s;

Dabei sind i und s; wie oben definiert.

Fiir unsere Sprache sind small- und big-step Semantik dquivalent.
Satz 2.7 Seit ein Term und v ein Wert.

1. Wennt | v, dannt —* v.

2. Wennt —* v, dann t v.

Ubung 2.9 Beweisen Sie Satz 2.7. Teil 1 geht direkt mittels struktureller In-
duktion; fiir Teil 2 miissen Sie erst die folgende Hilfsaussage beweisen:

Wennt — t und t' | v, dannt | v.
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Kapitel 3

Getypte arithmetische
Ausdriicke

[ Mitschrift von Cyril Bitterich: |
Slogan ”well-typed programs do not go wrong”.
T ::= Int | String

Definition 3.1 Die Typisierungsrelationt : T ist gegeben durch folgende Schlussre-
geln (Inferenzregeln):

_ _ . t1:Int to:Int _ t1:Int ta:Int _
. i:IntT Int s:S’tringT Strlng t1 plus ttZ:IntT Plus t1 minus tQZITLtT
Minus
t:String t:Int
t:Int T — Len t:StringT — Str

Definition 3.2 Fin Typsystem ist eine Term-/Programmiersprache zusammen
mit einer Typisierungsrelation.

Definition 3.3 Fin Typsystem ist deterministisch, wenn zu jedem Termt hdchstens
e Typ T existiert mitt :T.

Definition 3.4 Ein Typsystem ist entscheidbar, wenn ein Algorithmus existiert,
der fiir jeden Term t und jeden Typ T entscheidet, ob t : T. Ein solcher Algo-
rithmus heiffit Typprifungs- bzw. Type-Checking-Algorihmus.

Definition 3.5 FEin Algorithmus, der zu einem gegebenen Term t einen Typ T
berechnet, heifst Typinferenz.

g T — St 1ri
Thallo! String . > T Len T—Int

len"hallo:Int 1:Int T—Plus

. . (len’"hallo’’ +1):Int
Belsplel 3.1 str(len’’hallo’)+1):String

T — Str

Definition 3.6 FEin Typsystem ist sicher, falls es folgende zwei Figenschaften
besitzt.
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20 Getypte arithmetische Ausdriicke

1. Fortschritt (Progress). Ist ein Term wohlgetypt und kein Wert, so kann
man ihn auswerten.

2. Typerhaltung (Preservation, Subject Reduction). Ist ein Term wohlgetypt,
besitzt er nach Auswertung noch den selben Typ.

Satz 3.1 (Typerhaltung)
Fallst:T undt —t', dannt' : T.

Beweis. Induktion iiber ¢ : 7.

Fall — T — Int denn ¢ /4~

c:Int

Fall ——T — String. s /

s:String

t1:Int to:Int _
Fall T plus o Int tg:IntT Plus.

t1—t) th:Int ta:Int
Unterfall mE — PlusTT WT — Plus
1o — t! /.
Unterfall DTS ta—is plus 7 E — PlusVT Nach LV. t; : Int
Somit

/.
mT—Int ty:Int

T — Plus
E — PlusVV

i1 plus th:Int

Unterfall T — Int

i1 plus ia—(i1+12) (i1+41i2):Int

Satz 3.2 (Fortschritt)
Falls t : T, dann entweder t = v oder t — t'
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Kapitel 4

Der ungetypte
Lambda-Kalkiil

Fast alle Programmiersprachen stellen Konstrukte fiir Unterprogramme, Sub-
Routinen, Prozeduren, Methoden oder Funktionen, um den Programmcode zu
modularisieren und zu abstrahieren, um wiederkehrende Berechnungen nicht je-
des Mal neu implementieren zu miissen. Die Abstraktion erméglicht erst die
Entwicklung grosserer Softwarepakete. Auch in der Mathematik sind die Kon-
zepte Abstraktion und Funktionsbildung von essentieller Bedeutung.

Der Lambda-Kalkiil ist eine syntaktische Theorie der Funktionenbildung und
-anwendung. Er wurde in den 1920er Jahren von Alonzo Church und Mitarbei-
tern entwickelt ihm Rahmen der Formalisierung von mathematischen Grund-
lagen, und fand in der frithen héheren Programmiersprache LISP (ab 1950er,
John McCarthy) Verwendung. Peter Landin benutze ihn in den 1960er Jahren
als Kern-Programmiersprache, auf die sich alle anderen Programmkonstrukte
zuriickfithren lassen. Einige Beispiele dazu werden wir in Teil 4.4 behandeln.

Heute ist der Lambda-Kalkiil Grundlage von Programmiersprachentheorie
und Implementation. Er ist Kern von funktionalen Sprachen wie Scheme, ML
und Haskell und Teil von PIZZA, einer Erweiterung von JAVA. Er dient dem
Studium von Variablenbehandlung, Bindung, Auswertungsstrategien und Typsy-
stemen.

4.1 Die M-Notation

In der Mathematik sehen wir Funktionen oft dadurch definiert, was bei ihrer
Anwendung auf ein Argument zuriickgegeben wird.

fx) = a-z+b
f(0) = a-040

Die Anwendung auf Argument 0 ist entsprechend direkt zu berechnen. Seltener
wird die Funktion als eigensténdiges Objekt definiert. Hier ist die Anwendung
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22 Der ungetypte Lambda-Kalkiil

auf ein Argument eine Operation, die erkliart werden muss.

f = x—a-xr+b
f0) = (x—a-z+b)(0)=a-0+b

Der Pfeil x — t wird gelesen als “x wird abgebildet auf ¢”. Er erzeugt eine
Funktion, indem er x im Ausdruck ¢ abstrahiert. Der Vorteil dieser Notation
ist, dass sie namenlose Funktionen erlaubt, die auch innerhalb eines gréfieren
Ausdruckes vorkommen konnen, wie z.B. x — a-x+b in der zweiten Zeile. Somit
macht die —-Notation Funktionen zu “Biirgern erster Klasse”: Sie kbnnen so frei
verwendet werden wie z.B. relle Zahlen und beliebig in Ausdriicken vorkommen.
Im Lambda-Kalkiil schreibt man fiir die Abstraktion x — ¢ den Term Axt,
daher der Name. Die Anwendung (oder Applikation) schreibt man durch Hin-
tereinanderstellung ohne Klammerung des Arguments, also f 0 statt f(0).

f = Xx(a-x+))
fo M(a-2+b)0=0a-0+D

Funktionale Programmiersprachen kennen Notationen fiir anonyme Funktionen,
die der mathematischen bzw. der des Lambda-Kalkiils &hnlich sind.

SML: fnx=>a*xx+0Db
Haskell: \x -> a *x x + b

Dabei ist der Schrigstrich \ die beste Approximation an ein A im ASCII-
Zeichensatz.

Um Klammern zu sparen, verwenden wir die Punkt-Notation. Fin Punkt “.”
offnet eine Klammer, die sich so weit rechts schliefst wie syntaktisch mdaglich.
Normalerweise wird der Punkt direkt hinter der abstrahierten Variable einge-
setzt.

f=Xx.a-z+b

Folgende drei Ausdriicke sind syntaktisch dquivalent.

(Az(z)) Az(Af(f (= [))))
Az z) (AzAf. f (z f))
A x AxAf. f.ox f

Der erste Ausdriick verwendet weder keine Punktnotation und auch nicht die Re-
gel, dass Az ... genau einen Ausdruck erwartet, in dem z abstrahiert wird. Zur
Sicherheit wurden iiberall Klammern gesetzt, was die Lesbarkeit beeintrichtigt.
Der zweite Ausdruck macht sich die Parsing-Regel fiir A teilweise zunutze und
verwendet die Punkt-Notation mafivoll. Der letzte Ausdruck hingegen macht
vollen Gebrauch von Parsing-Regel und Punkt-Notation und spart alle Klam-
mern ein, allerdings auf Kosten der Lesbarkeit. Wir werden den Punkt nur hinter
einer Abstraktion verwenden wie im zweiten Ausdruck.
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4.2 Syntax des reinen Lambda-Kalkiils

Der reine Lambda-Kalkiil kennt als alleinige Operationen Abstraktion und Ap-
plikation. Fverything is a function.

Definition 4.1 ((Interne) Syntax) Die Termet des ungetypten Lambda-Kalkiils
sind durch folgende Grammatik gegeben.

t u= =z Variable
| Azt Abstraktion, Funktionskonstruktion, -einfiihrung
| t1 ta Applikation, Funktionsanwendung, -elimination

Die Abstraktion Azt bindet die Variable x. Variablen, die durch kein vorange-
stelltes A gebunden werden, bezeichnen wir als frei. Eine prézise Definition folgt
in Teil 4.5.

Beispiel Freie Variablen Gebundene Variablen
Ar.a-r+b a, b x

.y (Az.xz) gy x, z

Ar.y Ay zy) oy T,y

Tabelle 4.1: Beispiele fiir freie und gebundene Variablen.

Tabelle 4.1 zeigt einige A-Terme mit freien und gebunden Variablen. Das
letzte Beispiel Ax. y (Ay. = y) enthélt y einmal frei, einmal gebunden. In diesem
Fall sprechen wir von freien und gebundenen Vorkommen einer Variable.

Gebundene Variablen diirfen mit einem neuen Namen versehen werden, der
in dem Term noch nicht vorkommt. Die Bedeutung des Terms éndert sich dabei
nicht, und wir betrachten die entstehenden Terme sogar als syntaktisch gleich.
Es gibt also keinen Unterschied zwischen Az & und Ay y. Die Umbenennung
von gebundenen Variablen bezeichnet man als a-Konversion und zwei Terme,
die sich nur in den Namen der gebundenen Variablen unterscheiden, als «-
dquivalent. Solche Variablenumbenennungen sind auch aus der Integralrechnung

bekannt, z.B.

+oo 2 2 Foo 2 +oo 2 Foo Foo 2 2
(/ e ” dm) :/ e ” dx/ e Y dy :/ / e ¥ 7Y dady

Die Integralnotation [ tdz bindet die Variable x. Sie kann also in y umbenannt
werden.

4.3 Operationale Semantik

Die Ausfiihrung der Anwendung einer Funktion auf ein Argument bezeichnet
man als 3-Reduktion. Z.B.

(M.a-24+b)0—a-0+D
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Dabei mussten alle freien Vorkommen von z durch 0 ersetzt werden. Diese Ope-
ration bezeichen als Substitution und schreiben allgemein [s/x]t (lies “s fiir x
in t). Hier ersetzen wir die freien Vorkommen von z in ¢ durch s. Eine genaue
Definition von Substitution folgt in Teil 4.5.

Definition 4.2 (5-Reduktion) Seien s, t A\-Terme und « eine Variable. Der
Term (A\at) s) wertet in einem Schritt zu [s/x]t aus und wir schreiben

(A\at) s — [s/z]t.

Dabei bezeichnen wir (Axt) s als Redex (reducible expression) und [s/x]t als
Redukt.

Definition 4.3 (8-Gleichheit) Zwei Terme t1 und ty sind B-gleich (B-diqui-
valent), in Zeichen t1 =g ta, falls man in t; und to B-Reduktionen durchfihren
kann, so dass man Terme t) und t}, erhilt, die syntaktisch gleich sind t} = t}.

Ein Term kann nun viele Redexe enthalten, die entfernt werden miissen um
die Normalform zu erreichen. Die Reihenfolge, in der Redexe entfernt werden,
wird durch ein Auswertung-Strategie bestimmt.

Wir unterscheiden 4 Auswertungsstrategien:

Beispiel 4.1
(Azx) ((Azx)Az.(Azz)z) id = Azx

N
id(id Az.id z)

R
A\x oz

A Strategien, die alle Redexe entfernen

1. Volle B-Reduktion
(Redexe konne in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden.) Nicht deter-
ministisch.
z.B. 1id(id Az.id z) — id(id Az.z) — id(Az.z2) — Az.z

2. Normale Auswertung / Kopf- (head-)Reduktion/ Leftmost-outermost
Entfernt den Redex, der am weitesten links-auflen steht, zuerst.
z.B. id(id Az.idz) — id(Az.idz) — Az.idz — Az.z

Rohfassung vom 1. Oktober 2002



4.4 Programmieren im Lambda-Kalkiil 25

B Strategien, die nicht unter A\ reduzieren

3. Call-by-name / lazy / verzogerte Auswertung
Wie normale Auswertung; stoppt, wenn Wurzel des Termbaums eine Ab-
straktion.
z.B. id(id Az.idz) — idAz.idz — Az.idz

4. Call-by-value / strict / eager / Applikative Reihenfolge
Zuerst wird Argument ausgewertet, dann in Funktion eingesetzt.
id(idAz.idz) — idAz.idz — Az.id 2

Beispiel 4.2 power3(z) =z -x-x

cbn

power3(100!) <2 100! - 100! - 100!

power3(100!) LN v(v = 100!)
ignore(z) = false

ignore(100!) =% false

ignore(100!) =<t false(v = 100!)

4.4 Programmieren im Lambda-Kalkiil

Der Lambda-Kalkiil ist eine Turing-vollstéandige Programmiersprache, d.h. je-
de berechenbare Funktion lasst sich im Lambda-Kalkiil reprasentieren. Wei-
tere Beispiele fiir Turing-méchtige Sprachen sind Turing-Maschinen, WHILE-
und GOTO-Sprachen, die Peano-Arithmetik, kombinatorische Algebren, jede
verniinftige Programmiersprache, aber auch z.B. das Textsatzsystem TEX und
die Seitenbeschreibungssprache POSTSCRIPT.

Im Folgenden werden wir einige elementare Datentypen und die wichtigsten
Anwendungen dieser Datentypen im Lambda-Kalkiil definieren.

4.4.1 Church-Booleans

Die ersten Datenobjekte, den wir betrachten, sind die Wahrheitswerte true und
false und ihre Verwendung mit if. Da im Lambda-Kalkiil “alles Funktion”
ist, miissen wir die drei Konstrukte durch Funktionen realisieren. Wollen wir
Datentypen im Lambda-Kalkiil reprisentieren, miissen wir folgende Schliissel-
Frage beantworten:

Wie kann ein Objekt des betrachteten Typs verwendet werden?

Es geht also nicht um die Konstruktion (Finfihrung), sondern um die Verwen-
dung (Elimination) eines Datenobjekts. Ein Datenobjekt im Lambda-Kalkiil
wird bestimmt durch seine Verwendungsmoglichkeiten.

Ein Wahrheitswert steht fiir eine Entscheidung, welche von zwei alternativen
Berechnungen fortgesetzt werden soll. Das aus Programmiersprachen bekannte
if-then-else ist also die allgemeinste Verwertung eines boolschen Wertes. Alle
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anderen Funktionen, wie z.B. logische Verkniipfungen, kénnen mit Hilfe von if
ausgedriickt werden.

Der Wert true ist eine Funktion, die angewandt auf zwei Berechnungen, den
then-Zweig und den else-Zweig, stets den then-Zweig wahlt. Der Wert false
verfolgt immer den else-Zweig.

true = Mle.t
false = Mtle.e
if = AbAtde.bte

Der Destruktor if tut nichts Besonderes, er wendet den iibergebenen Wahrheits-
wert b auf t, denn then-Zweig, und e, den else-Zweig an. Die Negationsfunktion
konnen wir nun wie folgt definieren:

not = \b. if b false true

Die Definition is korrekt, wie aus den folgenden Auswertungssequenzen ersicht-
lich:

not true = (Ab. if b false true) true

— if true false true = (AbAtAe. bt e) true false true
— (AtXe. true t e) false true

— (Xe. true false e) true

— true false true = (At)e. t) false true

— (Ae. false) true — false

not false = (Ab. if b false true) false
—% (false false true) = (MMe. ) false true
—? true

Die Funktion not kann noch knapper definiert werden durch den Term Ab. b false true,
welcher sich auch ergibt, wenn man die urspriingliche Definition normalisiert.
Auch folgende Definition ist denkbar:

not = MbAthe.bet

Boolsche Funktionen lassen sich durch (geschachtelte) if-Ausdriicke implemen-
tieren. Deswegen sind sie auch im Lambda-Kalkiil problemlos kodierbar. Z.B.
Konjunktion:

and = Mblc. bc false

Der Ausdruck and b ¢ liesst sich: Wenn b, dann ¢, sonst falsch.

4.4.2 Paare

Ein Paar ist der Zusammenschluss zweier Komponenten. Bei der Eliminati-
on eines Paares erhélten wir eine der Komponenten zuriick. (Wollen wir beide
Komponenten, miissen wir das Paar zweimal verwenden.) Welche der beiden
Komponenten wir erhalten wollen, geben wir durch einen Wahrheitwert an. Ein
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Paar ist also eine Funktion, die ein Bit erwartet und eine Komponente zuriick-
liefert.

Pair - >\Ctrue>\cfalse)\b- b Ctrue Cfalse
fst = Ap.ptrue
snd = Ap.p false

Die Selektoren fst und snd tun nichts weiter, als entweder die Nachricht true
oder false an das Paar p zu iibergeben. Wieder sind also alle Verwendungsmoglich-
keiten im Konstruktor pair enthalten. Korrektheit wird ersichtlich durch die
Reduktionsfolgen:

fst (pair t1 to) = (A\p. p true) (pair t; to)
— (pair t; t2) true = (ACirueACsalseAD. b Cirue Ctalse) t1 to true
—3 true t1 to —2 t1

snd (pair ¢ t2) = (Ap. p false) (pair t; t2)
—% false t1 to —2 to

4.4.3 Church-Ziffern

Auch unendliche Datentypen wie die natiirlichen Zahlen lassen sich im Lambda-
Kalkiil reprisentieren. (Dabei ist jede Zahl ein endliches Gebilde.) Eine natiirli-
che Zahl n gibt allgemein an, wie oft eine Prozedur ausgefithrt wird bzw. eine
Funktion angewendet wird. Die Repréasentation der Zahl n im Lambda-Kalkiil,
die Church-Ziffer n ist also eine Funktion, die eine beliebige Funktion f als Ar-
gument nimmt und n-mal iteriert. Dabei ist 0-fache Iteration die Identitét. Die
n-te Iterierte einer Funktion f konnen wir allgemein so definieren.

I = .z
i = foft =2z f(f" )

Damit erhalten wir die Church-Ziffern nach folgendem Schema:

0 = M. x

1 = ANl fzx

2 = A f(f )
.ﬂ = AAx. f"x

Die Applikation n f einer Church-Ziffer ist also f™. Tabelle 4.2 listet einige
einfache Funktionen iiber natiirlichen Zahlen auf.

Die Vorganger-Funktion pred mit pred n = n — 1 ist nicht direkt implemen-
tierbar. Man benéttigt Paare.

X = pair00
f = \p. pair (snd p) (succ (snd p))
pred = An.fst (nf x)

Ubung 4.1 Definieren Sie Multiplikation mult auf Church-Ziffern.
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Funktion Beschreibung Spezifikation Implementation

succ Nachfolger succn=n+1 AnAfix. f(n f x)

add Addition addnm=n+m andmAfiz. n f (m f z)
iszero Test auf 0 iszero Q0 = true An. n (A false) true

iszeron + 1 = false

Tabelle 4.2: Funktionen iiber natiirliche Zahlen.

Ubung 4.2 Definieren Sie Exponentiation exp auf Church-Ziffern.

Ubung 4.3 Definieren Sie Subtraktion sub und euklidische Diwvision' div auf
Church-Ziffern.

4.4.4 Divergenz

Nicht alle Terme des ungetypten Lambda-Kalkiils lassen sich auf Normalform re-
duzieren. Einfachstes Beispiel fiir einen divergenten Term ist Q = (Az. z z) (A\z. z x),
der durch Selbstanwendung entsteht. 2 ist invariant unter Reduktion:

Q=0Nz.zz) (Ae. z2) — Ma. z z/z)(z z) = Az, z ) (Az. z 2) =Q

4.4.5 Funktionen mit mehreren Argumenten und Curry-
ing

Funktionen mit mehreren Argumenten (z.B. pair, add) haben wir mit Hilfe von
mehrfacher Lambda-Abstraktion definiert. Streng genommen ist z.B. pair eine
Funktion, die die erste Komponente als Argument nimmt und eine Funktion
zuriickgibt, die wieder ein Argument, die zweite Komponente, erwartet, und
dann ein Paar erzeugt. Diese Darstellung hat den Vorteil, dass man pair auch
teilweise anwenden kann. So kann man eine Funktion pair(O definieren, die nur
ein Argument ¢ erwartet und dann ein Paar mit konstanter erster Komponente
0 und zweiter Komponente ¢ erzeugt.

Pairo - Pair Q - ()\Ctrue)\cfalse)\b~ b Ctrue Cfalse) Q — )\Cfalse)\b~ b Q Cfalse
pair0 ¢ = (Acta1seAb. b 0 Crarse) T — A b0t =g pair 0 ¢

Im Fall von Paaren mag das nicht besonders sinnvoll sein, aber nehmen wir an,
wir hdtten eine Exponentiationsfunktion power definiert mit

powernm = m"

power = m...

IDas ist herkommliches Teilen mit Rest, wie aus der Grundschule bekannt.
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Dann kénnen wir Quadratur sqr n = n? sehr knapp definieren durch teilweise
Applikation von power:
sqr = power 2

Eine Funktion, die teilweise Applikation erlaubt, nennt man gecurryt (nach
Haskell Curry).

Alternativ kénnen wir im Lambda-Kalkiil Funktionen mit mehreren Argu-
menten iiber Paare definieren, z.B. die Additionsfunktion

add = Ap. AfAz. (fst p) f ((snd p) f )

add (pairnm) —  AfAz. fst (pair n m) f (snd (pair n m) f x)
—2 ANfdx.n f(m fx)

Im Lambda-Kalkiil sieht diese Variante etwas umsténdlich aus, jedoch ist dies
in den meisten Programmiersprachen die géngige Form. Etwas eleganter wird
sie mit der gebriuchlichen Notation (ay,...,ay) fiir n-Tupel. Im SML kénnen
wir add dann folgendermaflen implementieren.

add = fn (n, m) => fn f => fnx =>n f (m f x)

Das Transformieren einer tiber Tupel definierte Funktion mit mehreren Argu-
menten in eine mit iterierter A-Abstraktion nennt man currying, die Gegen-
transformation uncurrying.

Ubung 4.4 Definieren Sie eine \-Funktion curry, die eine Funktion f als Ar-
gument nimmt, welche wiederum ein Paar von Argumenten erwartet, und eine
Funktion zurickliefert, die zwei einzelne Argumente erwartet, aber sonst das
Gleiche leistet wie f.

Ubung 4.5 Definieren Sie auch eine Funktion uncurry.

4.5 Formale Behandlung des Lambda-Kalkiils

Nach dem wir gesehen haben, was wir #m Lambda-Kalkiil programmieren kénnen,
wollen wir den Lambda-Kalkiil von auflen betrachten und schon benutzte Be-
griffe wie freie Variable und Substitution prézisieren. Die folgende Definition
erfasst wohlgeformte Terme des ungetypten Lambda-Kalkiils.

Definition 4.4 (Terme des ungetypten Lambda-Kalkiils) SeiV eine abzdihl-
bare? Menge fiir Namen von Variablen. Die Menge Tm der wohlgeformten Ter-
me ist die kleinste Menge, die unter folgenden Regeln abgeschlossen ist:

1. Wennz €V, dann x € Tm.
2. Wennzx eV undt € Tm, dann Azt € Tm.

3. Wenn t; € Tm und ty € Tm, dann ty to € Tm.

2 Abzdhlbar impliziert immer unendlich.
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Die Menge der freien Variablen eines Terms lésst sich durch die folgende struk-
turell rekursive Funktion implementieren.

Definition 4.5 (Freie Variablen) Fir t € Tm bezeichnet FV(t) C V die
Menge der freien Variablen von t.

FV(x) = {z}
FVOat) = FV())\ {z}
FV(t t2) = FV(t) UFV(ts)

Nachdem wir Substitution schon intuitiv verwendet haben, wollen wir sie jetzt
formal definieren. Um in einem Termbaum ¢ eine Variable x durch einen Term
s zu ersetzen, miissen wir in ¢ alle mit = bezeichneten Blitter finden und an-
statt ihrer s einhédngen. Die Substitutionsfunktion verfahrt natiirlicherweise also
durch Rekursion iiber t. Hier eine erste Definition:

[s/x]x = s

[s/x]y =y x#y
[s/x] Ayt = Ay. [s/x]t

[s/x](t1 t2) = ([s/z]tr) ([s/z]t2)

Der Fall Ayt hat noch zwei Schwachstellen. Erstens, auch gebundene Variablen
werden ersetzt (falls y = x), z.B.

[z/x]A\x x = dx. [z/x]x = dx 2

Die Bedeutung dieses Terms hat sich gedndert, eine gebundene Variable ist
plotzlich frei geworden. Der umgekehrte Fall kann auch eintreten, es kénnen
freie Variablen in s “eingefangen” werden (engl. variable capture), z.B.

[x/z] x. z © = Ax([z/z]zx) = Az z @

Beide Probleme kénnen behoben werden, wenn wir bei der Substitution die ge-
bundene Variable y durch eine frische Variable y’ ersetzen, die weder in s noch
in t vorkommt. Solche neuen Variablen sind immer verfiigbar, da wir eine unend-
liche Variablenmenge V zugrunde gelegt haben. Auflerdem #ndert sich geméfl
a-Regel die Bedeutung des Termes nicht. Nun also die verbesserte Definition
der Substitution.

Definition 4.6 (Substitution) Fir Terme s,t € Tm und eine Variable x € V
bezeichnet [s/x]t € Tm den Term, der durch Ersetzung aller freien Vorkommen
von x in t entsteht.

[s/x]x = s
[s/=]y = v Ty
{s/m}/\yt = XNy. [s/z][y'/y]t ' neue Variable

sfal(ty ta) = ([s/z]tr) ([s/x]t2)
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Falls in der dritten Zeile x = y, kann t keine freien Vorkommen von z enthalten,
die substituiert werden miissten. An dieser Stelle kann man die Substitution
beenden. Auflerdem, falls y # 2 und y ¢ FV(s), kann man sich das Umbennenen
sparen. Damit ergeben sich folgende Optimierungen:

[s/z]\at = Aat
[s/z]Ayt = Ay. [s/z]t falls y # 2z und y € FV(s)
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Kapitel 5

Der getypte Lambda-Kalkiil

[ Hier behandeln wir Teile 9.1-9.3 aus Pierce [Pie02]. Ich bin Cy-
ril Bitterich sehr verbunden, der die folgende Mitschrift (und weite-
re) zur Verfiigung gestellt hat. |

5.1 Booleans

t ::= true | false | if ¢; then ¢y else t3
v = true | false

Berechnungs-Regeln:

E-IFTRUE

if true then t, else t3 — 1o

E-IFFALSE

if false then ty else t3 — t3

Kongruenz-Regel:

ty — t]
E-Ir

if t1 then i, else t3 — if t’1 then 15 else i3

Typisierung:

— T-TRUE — T-FALSE
true : Bool false : Bool

tliBOOl tQZT tgiT
T-Ir

if ¢1 then ty else t3 : T
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5.2 Einfach-getypter A-Kalkiil

Beispiel 5.1 \xt: Fun

(Azx)true : Bool

(AxAyy)true : Fun

(Hier sind (Azxx) und (AxAyy) vom Typ Fun)

Azx . Bool — Bool Axx : Int — Int
AzAyy : Bool — (Bool — Bool) AzAyy : Bool — Int — Int)

Ty — (Ty — T3) : Typ von Funktionen, die ein Argument vom Typ T erwarten
und eine Funktion vom Typ T — T3 zuriickliefern.

(Ty — Tz) — T3 : Typ der Funktionen, die eine Funktion vom Typ T; — T als
Argument erwarten und etwas vom Typ T3 zuriickliefern.

> R Axx: A— ASML: (fnzx=2):'a—"a
n(2x) Az : Bool.x : Bool — Bool
.sin(2x) : R — R Az Int.x: Int — Int
—_— Y—
¢ T

Definition 5.1 Syntaz des reinen einfach getypten Lambda-Kalkils (A7)

Terme: t :: = x
[Az:Tt
| t1 to

Typen: T ::=T — T

Kontexte: T :: = . leerer Kontext
|l 2 T erweiterter Kontext

Az : Bool Ay :Int x: Bool — Int — Bool
Ay Int x: Int — Bool
x: Bool

z;Bool,y:Intkz;BoolTfVART _ LAM
z:BoolFAy:Int x:Int— Bool T — LAM

F Az : Bool \y : Int x : Bool — Int — Bool
I'Hty: T —=T T kty:T
'ty te: T

Definition 5.2 Typisierungs-Relation ' Ft: T
“Im Kontext T hatt den Typ T”.

z:Tel

FFCE:TT_VGT
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Fx:SHt:T
F'EXe:St:5—>T
'=t:S5—-T T'kFs:S
I'kHts: T

T—-LAM

T —- APP

Definition 5.3 (A~5B°)
Der Kalkiil A8 entsteht durch Hinzunehmen von Booleans zu A\~

Beispiel 5.2

In A\7Bo°l gibt es folgende Typen: Rang

Bool 0

Bool — Bool, Bool — Bool — Bool 1 “first-order”
(Bool — Bool) — Bool, ... 2 |

((Bool — Bool) — Bool) — Bool 3 “higher-order”

Definition 5.4 (Rang, Ordnung)
rk(Bool) =0
rk(Ty — To) = maz(rk(Ty) + 1,7k(T3))

Nun interessiert uns auch wieder die Frage der Typsicherheit: Dafiier benoti-
gen wir auch wieder:

Definition 5.5 Auswertung cbv fiir geschlossene Terme
Werte v := Ax : S.t

FE — Bet
O St = el ~ BetaV

tlﬂtll

————F — AppT
t1t2 —>t/1t2 PP

t—t

vt — ot/ E = AppV

Satz 5.1 Fortschritt
Wenntt:T , dannt — t' oder t = v.

Lemma 5.1 Inversion, Erzeugung, Generation

1. Wenn k2 : T, dannx: T €T
2. WennT'kFXx:St: R, dann R=S—>T und,z:SkFt:T

3. Wenn Uk tyte: T, dann Tty : S — T fireinS undTFts: S
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4. WennT'Ftrue: T , dann T = Bool
5. Wenn T'F false: T , dann T = Bool

6. Wenn T'Fif t1 then ty elsets : T , dann ' t1 : Bool und I' - to : T,
'Hts: T

Beweis. Durch Fallunterscheidung iiber die Typherleitung. O

Rohfassung vom 1. Oktober 2002



Kapitel 6

Erweiterungen des getypten
Lambda-Kalkiils

6.1 Der ein-elementige Typ
6.2 Befehlssequenzen und let
6.3 Produkttypen

6.4 Datensatztypen

6.5 Rekursion

6.6 Zusammenfassung

6.6.1 Syntax

Typen.
T == Ty -1 Funktionstyp
| Int Typ der Ganzzahlen
| Bool Typ der Wahrheitswerte
| Unit Ein-elementiger Typ
| Ty x Ty Produkttyp
| {I:T} Datensatz-Typ
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Terme.

t o= x| AT t|tts Variablen, Funktionen, Anwendung
| i|t1+ta|ty —ta ]| iszerot Ganzzahl-Konstanten, Addition, Subtraktion, Test auf 0
| true|false|if t; then ¢y else t3  Wahrheitswerte, Fallunterscheidung
I 0 Leeres Tupel
| (t1,t2) | t.1]|¢.2 Paarbildung und Projektionen
| {li=ty,....ln=t,} |t Datensatz und Projektion
| letxz=t;inty Lokale Variablen
| fix f:Tt Rekursion

Werte.
v ou= Ax:Tt Funktionen
| @ Ganzzahl-Konstanten
| true|false Wahrheitswerte
| 0 Leeres Tupel
| (v1,v9) Paar von Werten
| {li=v1,....ln=v,} Datensatz von Werten

6.6.2 Auswertung mit Call-by-Value

Einzelschritt-Auswertung.
t— 1t

Lambda-Kalkiil Berechnung.

E-BETA
Ax:Tt)v— [v/z]t
Kongruenz.
t; —t] t— ¢
—_— E-ApPTT — E-ApPVT
t1 tog — 17 t2 vt — vt
Ganzzahlen Berechnung.
i3 = i1 + 19 i3 =91 — 19
— FE-PLusVV —— E-MINUSVV
11+ 1o — i3 1] —ig —> 13
E-ISZEROTRUE i#0
; E-ISZEROFALSE
iszero ) — true iszero 1 — false
Kongruenz.
L — 1) ty — t]
E-PLusTT E-MINUSTT
ty +ty — t) +to ty —to — t] —to
t—st' t—t/
— E-PrLusVT — E-MimNnusVT
i+t — i+t i—t—i—t
t—t/
E-IsZErO

iszero t — iszero t’

Rohfassung vom 1. Oktober 2002



6.6 Zusammenfassung

Wahrheitswerte Berechnung.

E-IFTRUE
if true then t5 else t3 — o

E-IFFALSE

if false then ty else t3 — i3

Kongruenz.

t1 — 1)

E-Ir

if t; then ¢y else t3 — if t] then ¢y else t3
Leeres Tupel Keine Auswertungsregeln.

Paare Berechnung.

E-PAIRBETA, ——— E-PAIRBETA,
(v1,v2).1 — vy (v1,v2).2 — w9
Kongruenz.
ty — t] t—t
- E-PAIRTT — E-PAIRVT
(t1,t2) — (t1,t2) (v,t) — (v, 1)
t—st' t—st'
—— E-PrOJ; —— E-PRroJy
tl1—t.1 t2 —t'.2

Datensitze Berechnung.

E-RECORDBETA
{l :’U}ll — V;

Kongruenz.
t— 1t
— — E-RECORD
{l=v,I'=t,1"=t"} — {l=v,I'=t",1"=t"}
t—t'
— E-ProJ
tl—t'l
Lokale Variablen Berechnung.
E-LETBETA
let x=v in t — [v/x]t
Kongruenz.
tl — tll
E-LET

let z=t%t; in ty — let x:t’l in t9
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Rekursion Berechnung.

E-Fix

fix f:Tt — [fix f:T t/f]t

6.6.3 Typisierung

Kontexte.
I = - leerer Kontext
| T,z:T  erweiterter Kontext
Typisierungsrelation.
't¢t:T

Lambda-Kalkiil

(x:T)eT

— T-VAR

I'tx:T
Einfiihrung.

z:SkHt: T

T-LAM
'Xe:S¢t :S—>T
Beseitigung.
I'kt:S—-T I'ts:S
T-App
I'tts : T
Ganzzahlen Einfiihrung.
— T-INT
I'k7:Int

Beseitigung.
'ty :Int I'Hty: Int 't :Int 'ty : Int

T-PLuUs T-MiINUSs

I'Ht1 +1t5: Int 'ty —ty: Int
I'Ft:Int
T-ISZERO
I'+ iszero t: Bool
Wahrheitswerte Einfiithrung.
—  T-TRUE T-FALSE
I' F true : Bool I'F false : Bool

Beseitigung.

'ty : Bool T'kHt: T Fl—tngT
I'if ¢; then tg elsets : T
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Leeres Tupel Einfiihrung.

— T-UnIT
I'F():Unit

Keine Beseitigung.

Paare Einfithrung.

F"tliTl F"tQZTQ

T-PAIR
'k (tl,tg) : T1 X T2
Beseitigung.
F}_tIT1XT2 Fl_tZT1XT2
——F—FF  T-PrOJ; —  T-PRoJ,
F"tlTl Fl_tQTQ
Datensétze Einfiihrung.
'kt :T; fir i=1...n
T-RECORD
PHA{l=t}: {i:T}
Beseitigung. N
Lt {l:T}
— T-ProJ

Lokale Variablen
I'kFs: S Tz:SHt: T
I'kFlet z=s int : T

T-LET

Rekursion
rf:Tkt:T

F'Ffixf:Tt : T

T-Fix
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Kapitel 7

Referenzen

Bislang wurden nur rein funktionale Programmkonstrukte behandelt. Der Wert
v eines Ausdrucks ¢ war allein durch die Gestalt von ¢ bestimmt, d.h. es gab
immer hochstens ein v mit t —* v. Dies &ndert sich, wenn man Seiteneffekte zur
Programmiersprache hinzunimmt. Der Wert eines Ausdrucks ¢ is dann abhéngig
von einem Zustand g der Maschine, der nicht durch ¢ allein determiniert ist.
Zudem kann die Auswertung eines Ausdrucks eine Anderung des Zustandes
verursachen. Beispiele fiir Zustand in einem realen Rechnersystem sind Register-
, Hauptspeicher- und Festplatteninhalt, der Zustand von Peripheriegeriten wie
z.B. der Tastatur. Wir behandeln im folgenden nur den Hauptspeicher.

[ Hier wird der Stoff aus Pierce [Pie02], Kapitel 13, behandelt.

Die folgende Mitschrift ist von Cyril Bitterich. |

Operationen

e Allozierung + Initialisierung einer neuen Zelle
ref v

e Auslesen einer Zelle v

e Neubeschreiben einer Zelle V] i= Vg

Beispiel 7.1 C/JAVA let © = ref 5
int bla() {
int x = 5; in (x:=lt+1;
X = x+1;
return x; Iz)
}
In \ef:
bla = \u : Unit
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Auswertung bla()

ref 5 — 1 (1 ist neue Adresse “location”)
Ix — Il —5

5+1 — 6

x:=6 — ()

x — 6

Beschreibung der Speicherbelegung
p Zustand des Speichers, bildet Adressen auf Werte ab d.h. 1l — p(1)

Operationen auf den Speicher

Allokieren: (u,l — v): neue Adresse [, Initialisierung mit v

Schreiben: [! — v]u: v neuer Inhalt von [

Lesen: p(l) = v: v Inhalt von [

Leerer Speicher: ()

Neue Auswertungsrelation

tlp—t |

Ubung 7.1 ref5 | po — 1| (po, 1 — 5) f > o

—_——

M1
Wi — (D) |
——
5
Li=6|p— ()]l —6lm p2 2
N———

M2
W[ e — p2(l) | po
~—~—

6

Terme
tio= ...

| ref t

| 1t

| tl = tg

|1 (nur intern)
Werte
voi=..

| 1
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Auswertungsregeln

e Erweitere bisherige Regeln im Speicher p
z.B.
FE — Beta

Az :Tt)o | p— [v/x]t | p

z.B. L
tlp—1t | p

tity | pp— tita | 1/

e Neue Regeln:

— Allokation
E — RefV
ref v|lp—1|(p,mm—v) ef
t / !/
lp—t | p E— Ref
ref tlp—ref [y
— Auslesen
E — DerefV
Wip— p(l)|p
t / /
=01l o pereg
lp—t |
— Zuweisung
E — AssignVV
Li=v|p— (] [l—]p
!/ I
bln—=hll 5 pssignrr
tliztguétliztg‘ﬂ
t t/ !/
=t | n E — AssignV'T
li=t|lp—1l:=t" |
Typisierung
T:=...
| Ref T
Regeln
U[Skt:T
T—-R
T[Skreft:RefT ef
F'Xkt:RefT
T-D
T[SHE:T eref
'YXkt :RefT F‘Z}_tQZTT_ASSZ.n
T[Sk ty =ty : Unit g
X=T
—— T - L
DR e
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Ubung 7.2 let © = ref 5 in z:= lz+1

-~ T—Var
@i .Fa:Ref Int T—Deref
zi . FloInt . FlInt
5Tnl z..Fz Ref T L —Var—= e T TaE Lilnt T—Assign
ref 5:Ref Int X:Ref Inttx:=lz4+1:Unit

Flet x =refbinx :=lx+1: Unit

Durch Auswertung treten auch Terme [ aud, Was ist ihr Typ?
z.B.: refb — 1

Losung Typisiere den Speicher u. Merke fiir jede Adresse [ den Typ der zu-
gehorigen Zelle.

Speichertyp
=90
| X,0:T

Ubung 7.3 iyl — Ref ref 5|0 — 1] (0,1 —5)
T T Ref Tnz L — Loc
Satz 7.1
Wenn

I'|Skt:T

tlp—t |y

FEp:X

dann gibt es ein ¥’ mit ¥’ 5 ¥ und

rx+¢:T
| RNV v
Definition 7.1 't p: X
rreag P
Pkp:% NXrov:T
T-— All
TF (=) (5,0:1) oc
T'Fup:% Nxro:
a | Y E(l)T—Wm'te
FEl—vp:X
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Kapitel 8

Untertypen

Der Begriff des Untertyps' ist essentiell fiir objekt-orientierte Programmierung,
findet sich aber schon in einfachen imperativen Programmiersprachen wie z.B.
PASCAL. Dort gibt es zwei Divisionsoperatoren: div fiir Ganzzahlen und “/”
fiir FlieBkommazahlen. In unserer Schreibweise:

i:Int 7 :Int a: Float b:Int

i div j: Int a/b: Float

PASCAL erlaubt die Anwendung von “/” auch auf Ganzzahlen; der Compiler
fiihrt intern eine Konvertierung nach FlieBkomma durch. Eine Typherleitung
fiir den Term 4/j sieht dann so aus:

1 :Int j:Int
— T-SuB ——— T-SuB
i : Float 7 :Float
T-DivFLOAT

i/j : Float

An den Stellen T-SUB wird eine Typkonversion durchgefiihrt. Die Konversion
ist zuléssig, weil Int als ein Untertyp von Float angesehen werden kann, d.h.
jede Ganzzahl kann als FlieBkommazahl interpretiert werden. Die zentrale Frage
im Zusammenhang mit Untertypen ist: Welche Konversionen sind zuldssig und
sollen vom Typ-Priifer bzw. Ubersetzer automatisch durchgefiihrt werden?

8.1 Subsumption

Aus der Mathematik ist bekannt, dass Z C R. Diese semantische Relation
konnen wir auf der Typebene reflektieren durch die Untertyp-Relation

Int <: Float

Lauch Teiltyp.
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Konversion ist moglich von einem Term eines Typs S in dessen Obertyp T', was
wir durch die Subsumptions-Regel erfassen:

T'k¢:S S<:T
I'Ht:T

T-SuB

Prinzip I (Teilmenge) Ein Typ S kann als Untertyp von T aufgefasst wer-
den, wenn die Menge der Bewohner von S als eine Teilmenge der Bewohner von
Typ T angesehen werden kann.

Prinzip II (Ersetzung) Ein Typ S kann als Untertyp von T aufgefasst wer-
den, wenn an jeder Stelle, wo ein Term vom Typ T erwartet wird, ein Term vom
Typ S eingesetzt werden kann ohne die Typsicherheit zu gefiihrden.

8.2 Regeln der Untertyp-Beziehung

[ Hier fehlt die Motivation der einzelnen Typregeln |

Definition 8.1 (Deklarative Untertyp-Beziehung) Die Relation S <: T
ist gegeben durch die folgenden Inferenzregeln:

R<:S S <. T

S-REFL _
T < T R T S-TRANS
T, <: 81 Sy <: Ty S <:Th Sy <: Ty
S-ARROW S-PrROD
S1— Sy < Ty — Ty S1x Sy <: Ty x Ty

S-RWmta i <tTi firi=1.[1]
{l:8}<:{l:T}

S-RDEPTH

{l:T,k:R} < {l:T}

8.3 Entscheidung der Untertyp-Beziehung

Satz 8.1 Die Untertyp-Relation ist entscheidbar.

Zum Beweis dieses Satzes miissen wir einen Algorithmus angeben, der fiir be-
liebige Typen S und T entscheidet ob S <: T'.

Aus den bisherigen Untertyp-Regeln ldsst sich nicht direkt ein Algorithmus
ableiten. Insbesondere die Transitivitédts-Regel bereitet Kopfzerbrechen, denn
sie ist nicht Syntax-gerichtet. Um zu entscheiden ob R <: T, empfiehlt uns die
Transitivitdts-Regel, einen Typ S zu finden und dann R <: S und S <: T zu
testen. Da es unendlich viele Typen S gibt, kann unsere Suche endlos dauern.

Wir entwickeln im folgenden neue Regeln fiir Untertypen, die ohne eine
Transitivitits-Regel auskommen, deterministisch und Syntax-gerichtet sind.
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Definition 8.2 (Algorithmische Untertyp-Beziehung) Die Relation S <:
T ist gegeben durch die folgenden Inferenzregeln:

SA-REFL iy Grundtypen A

A< A
T, <. S Sy <. T Sy < T; Sy <. T
! ! 2 2 SA-ARROW ! ! 2 2 SA-PRrOD
Sl—>SQ<IZT1—>T2 51X52<12T1><T2

S« T, firi=1.7]
{l:S,k:R}«:{l:T}

SA-RECORD

Aus diesen Regeln ldsst sich nun direkt ein Algorithmus ablesen. Bleibt zu
zeigen, dass die beiden Untertyp-Beziehungen dquivalent sind. Die eine Richtung
ist einfach: Jede Untertyp-Beziehung S <: T', die mit den algorithmischen Regeln
hergeleitet wurde, kann auch mit den deklarativen gezeigt werden. Hierfiir muss
man nur einsehen, dass sich jede Anwendung der Regel SA-RECORD durch eine
Kombination von S-RWIDTH, S-RDEPTH, S-TRANS und S-REFL ausdriicken
l&sst.

Lemma 8.1 (Algorithmische Untertyp-Relation ist korrekt) Wenn S <:
T, dann S <: T.

Beweis. Induktion nach S <: T. O

Die andere Richtung ist etwas schwieriger. Hier machen Anwendungen der
Regeln S-REFL und S-TRANS Umstande. Wir zeigen also zuerst, dass die algo-
rithmische Relation reflexiv und transitiv ist. Die Beweise dieser Aussagen geben
uns Algorithmen, wie wir Vorkommen von S-REFL und S-TRANS eliminieren
konnen.

Lemma 8.2 (Reflexivitit) Fir alle Typen T gilt T <: T
Beweis. Durch Induktion nach T. Wir demonstrieren einen Fall:

Fall T = Ty — T5. Nach Induktionsvoraussetzung gilt T <: 77 und Ty <: Ts.
Mit Regel SA-ARROW folgt damit T3 — T <: T7 — To. O

Lemma 8.3 (Transitivitit) Wenn R <: S und S <: T, dann R<: T.

Beweis. Durch Induktion nach R <: S mit Fallunterscheidung iiber S «: T.
Zum Beispiel:

Fall R:ng)RQ, S:S1*>SQ und
51<12R1 R2<:SQ
Ry — Ry <: S1 — 5o

Die einzige Moglichkeit ist T'= T7 — T» mit 77 <: S; und Sy <: Ts. Induk-
tionsvoraussetzung liefert 77 <: Ry und Ry <: T5. Mit Regel SA-ARROW
fOlgt also Rl — R2 < T1 — TQ. O

SA-ARROW Sy — Sy T
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Lemma 8.4 (Algorithmische Untertyp-Relation ist vollstindig) Wenn
S<: T, dann S <:T.

Beweis. Durch Induktion nach S <: T, unter Verwendung der Lemmata {iber
Reflexivitdt und Transitivitét. a

Satz 8.1 folgt nun leicht. Die algorithmische Untertyp-Relation lédsst sich

direkt in ein Programm umwandeln, dass fiir gegebene S, T entscheidet, ob
S <: T. Nach Lemmata 8.1 und 8.4 ist dies dquivalent zu S <: T'.
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Kapitel 9

Objekt-orientierte
Programmierung

Objekt-orientierung ist ein Paradigma bzw. ein Programmierstil. Manche Pro-
grammiersprachen stellen Sprachkonstrukte zur Verfiigung, die objekt-orientiertes
Programmieren begiingstigen; allerdings kann man auch in funktionalen Spra-
chen objekt-orientiert Programmieren (siche Abelson und Sussman [ASS91]).
In realen objekt-orientierten Sprachen vereinigt das Konzept der Klasse eine
Vielzahl von Aspekten objekt-orientierter Programmierung auf sich. Wie Pierce
[Pie02] beschrinken wir uns auf fiinf wesentliche Kennzeichen.

Polymorphie Ein Interface kann mehrere Implementationen besitzen. Dyna-
mic dispatch: Objekt entscheidet, welcher Code ausgefiihrt wird.

Kapselung Nur Methoden des Objektes kénnen auf Instanzenvariablen direkt
zugreifen.

Subtyping Ein Objekt mit mehr Funktionalitit (Methoden) kann an jeder
Stelle verwendet werden, an der ein Objekt mit weniger Funktionalitit
erwartet wird.

Vererbung Verhalten und Implementation kann an Subklasse weitergegeben
werden.

Spite Bindung (self, this) Vituelle Methoden.

Im folgenden zeigen wir am Beispiel eines Zihlers (counter), wie wir die
obigen Konzepte in unserer funktionalen Sprache simulieren kénnen. Der Pro-
grammcode ist direkt von Pierce [Pie02] iibernommen.

9.1 Objekte, Methoden

Interface.
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Counter = { get: Uni -> Int , inc: Unit -> Unit }
Objekt.

c = let x = ref 0 in
{ get = \lambda _:Unit. !'x,
inc = \lambda _:Unit. x := !x + 1 }
c : Counter

Methodenaufruf.

c.get(), c.incQ)
inc3 = \lambda c: Counter. (c.inc(); c.inc(); c.inc())

9.2 Konstruktor

Objektkonstruktoren bezeichnen wir mit new. . .

newCounter : Unit -> Counter

newCounter = \lambda _:Unit. let x = ref 0 in
{ get = \lambda _:Unit. 'x,
inc = \lambda _:Unit. x := !x + 1 }
9.3 Subtyping
ResetCounter={get...; inc..., reset:Unit -> Unit}

newResetCounter = \lambda _:Unit. let x = ref 0 in

{ get = \lambda _:Unit. !x,
inc = \lambda _:Unit. x := !x + 1,
reset = \lambda _:Unit. x := 0 }

9.4 Biindelung der Instanzen-Variablen

CounterRep = { x: Ref Int }
newCounter = \lambda _:Unit.
let r = {x=ref 0 } in
{ get = \lambda _:Unit. !(r.x),

inc \lambda _:Unit. r.x := !(r.x) + 1 }

9.5 Klassen

Definition 9.1 Interface
FEin Datensatz-Typ, in dem jeder Fintrag ein Funktionstyp ist.

Definition 9.2 Objekt
Ein Term vom Typ “Interface”.
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Definition 9.3 Methode
Ein Bestandteil eines Objektes.

Definition 9.4 Klasse
Die Sammlung der Objekte mit identischer Implementation der Methoden.

CounterRep = { x: Ref Int}
counterClass: CounterRep -> Counter

counterClass
= \lambda r: CounterRep.
{get = \lambda _ : Unit. !(r.x),
inc = \lambda _ : Unit. r.x := !(r.x) + 1 }
Vererbung
ResetCounter = { get..., inc..., reset: Unit ->Unit }

resetCounterClass : CounterRep -> ResetCounter
resetCounterClass = \lambda r: CounterRep.
let super = counterClass r in
{ get = super.get,
inc = super.inc,
reset = \lambda _: Unit. r.x := 0 }

newResetCounter = \lambda _: Unit. let r {x = ref 0} in resetCounterClass r

9.6 Zusatzliche Instanzenvariablen

BackupCounterRep = { x: Ref Int, b: Ref Int}
BackupCounter = { get..., inc..., reset..., backup: Unit -> Unit }

backupCounterClass : BackupCounterRep -> BackupCounter
backupCounterClass = \lambda r : BackupCounterRep.
let super = counterClass r in
{ get = super.get,
inc = super.inc,
reset = \lambda _: Unit. r.x := !(r,b),
backup = \lambda _: Unit. r.b := !(r.x) }

9.7 self (ohne dynamische Bindung)

Ziel: Eine Methode kann andere Methoden des gleichen Objektes aufrufen. (Re-
kursion)

SetCounter = { get : Unit -> Unit,
set : Int -> Unit,
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inc : Unit -> Unit }

setCounterClass : CounterRep -> SetCounter
setCounterClass = \lambda r : CounterRep.
fix self : SetCounter.

{ get = \lambda _ : Unit. !(r.x),
set = \lambda i : Int. r.x := i,
inc = \lambda _ : Unit.

self.set (self.get()+1) }

newSetCounter : Unit -> SetCounter
newSetCounter = \lambda _:Unit
let r = {x = ref 0 } in setCounterClass r

9.8 self (mit dynamischer Bindung)

SetCounter = { get : Unit -> Unit,
set : Int -> Unit,
inc : Unit -> Unit }

setCounterClass : CounterRep -> SetCounter -> SetCounter
setCounterClass = \lambda r : CounterRep.
\lambda self : SetCounter.

{ get = \lambda _ : Unit. !(r.x),
set = \lambda i : Int. r.x := i,
inc = \lambda _ : Unit.

self.set (self.get()+1) }

newSetCounter : Unit -> SetCounter
newSetCounter = \lambda _:Unit
let r = {x = ref 0 } in
fix self : SetCounter. setCounterClass r self

Problem: Mit cbv-Auswertung hingt sich der Rechner beim Instantiieren der
Klasse mit newSetCounter auf:

fix self : SetCounter. setCounterClass r self

--> setCounterClass r (fix self... setCounterClass r self)

--> setCounterClass r (setCounterClass r (fix self... setCounterClass r self ))
-—>

Abhilfe:

1. Man verwendet eine “lazy” Sprache, die Funktionsargumente nur bei Be-
darf auswertet.
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2. Man kodiert verzogerte Auswertung per Hand durch “dummy”-Abstraktionen
\lambda _:Unit und -Applikationen ().
self : Unit -> SetCounter

self () : SetCounter

setCounterClass : CounterRep -> (Unit -> SetCounter) -> SetCounter
setCounterClass = \lambda r : CounterRep.
\lambda self : Unit -> SetCounter.

{ get = \lambda _ : Unit. !(r.x),
set = \lambda i : Int. r.x := i,
inc = \lambda _ : Unit. self().set (self().get() + 1) }

newSetCounter = \lambda _:Unit
let r = {x = ref 0 } in
fix self : Unit -> SetCounter.
\lambda _ : Unit. setCounterClass r self

Beispiel: “instrumented Counter”; zéhlt die Anzahl der Schreibzugriffe mit set.
Das in der Oberklasse setCounterClass mit spdter Bindung implementierte
inc kann unverdndert {ibernommen werden, obwohl set iiberschrieben wird.

Achtung! Diese Implementation ist in einer strikten cbv-Sprache inkorrekt
und muss nach dem Vorbild von setCounterClass umgearbeitet werden.

InstrCounterRep = { x : RefInt, a: ReflInt }
InstrCounter = { get..., set..., inc..., accesses: Unit -> Int }

instrCounterClass InstrCounterRep -> InstrCounter -> InstrCounter

instrCounterClass
\lambda r : InstrCounterRep \lambda self : InstrCounter.
let super = setCounterClass r self
in { get = super.get ,

set = \lambda i : Int. ( super.set(i) ; r.a := !(r.a)+1),
inc = super.inc ,
accesses = \lambda _ : Unit. !(r.a) }
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Objekt-orientierte Programmierung
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Kapitel 10

Featherweight Java

[ Hier wird der Stoff aus Pierce [Pie02], Kapitel 19, behandelt. |
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Featherweight Java
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