1 Reguldre Sprachen

1.1 Reguldre Sprachen und endliche Automaten

Definition 1
Sei ¥ = {a,b, ...} ein endliches Alphabet. Ein Wort iiber X ist eine Folge w = ag . . . ap_1,
wobei a; € ¥ fiir ¢ = 1,...,n. Wir schreiben w(i) fiir das i-te Symbol a; von w. Das
leere Wort wird mit € bezeichnet. ¥* bezeichnet die Menge aller Wérter iiber ¥, ¥ die
Menge aller nicht-leeren Wérter iiber 3. Die Konkatenation zweier Worter w und v ist
das Wort ww.

Eine Sprache ist ein L C ¥*. Fiir Sprachen L, L; und Lo definiere LqLs := {wjws |
wy € Li,wy € Lo} und L* :={wy...w, |n € Nyw; € L fir allei =1,...,n}.

Lemma 1
Fiir alle L C ¥* gilt: L* = J,cy L', wobei LO := {€} und L'*' = LL".

Definition 2
Die Klasse REG ist die kleinste Klasse von Sprachen, fiir die gilt:

e () € REG, {¢} € REG und {a} € REG fiir jedes a € 3,
e wenn L1, Ly € REG, dann L U Ly € REG, L1Ly; € REG und L] € REG.

Definition 3
Regulire Ausdriicke iiber 3 sind gegeben durch die folgende Grammatik.

a == Qlelalaa|aUala*

wobei a € Y. Ein regulidrer Ausdruck « definiert eine Sprache L C ¥* in natiirlicher
Weise.

L®) = 0

L(a) = {a}

L(e) = {e}

L(ap) = L(a)L(p)
L(aup) := L(a)UL(B)

L(a®) = (L())"

Wir benutzen auch die Abkiirzung o™ := aa*.
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Satz 1
Fiir alle Sprachen L gilt: L is requldr gdw. es einen requldren Ausdruck o gibt mit
L=L(a).

Die Richtung < wird einfach durch Induktion iiber den Aufbau reguldrer Ausdriicke
gezeigt. Genauso kann man aber auch durch Induktion tiber den Aufbau von REG die
Richtung = zeigen.

Definition 4
Ein nicht-deterministischer Automat (NFA) ist ein Tupel A = (Q, X, qo, 0, F') mit

e endlicher Zustandsmenge Q,

e Fingabealphabet X,

e Startzustand qo € Q,

o Transitionsfunktion ¢ : Q x ¥ — 29,
e Endzustandsmenge F' C Q.

Ein Lauf eines NFA A auf einem Wort w = aq ... a,_1 ist eine Folge qqg . . . g5, so dass fiir
alle i = 0,...,n — 1 gilt: g;+1 € 6(¢i, a;). Der Lauf heiit akzeptierend, falls g, € F. Sei
L(A) := {w € ¥* | es gibt einen akzeptierenden Lauf von A auf w} die von A erkannte
Sprache.

Ein NFA A heifit deterministisch (DFA), falls fiir alle ¢ € @ und alle a € ¥ gilt:
|0(q,a)] < 1. Gilt |6(g,a)| > 1, so heifit der Automat total.

Beispiel 1
NFAs lassen sich am einfachsten grafisch darstellen. Sei A der folgende NFA.

Dann gilt
L(A) = (aa)*( b U (b(aa)*b(aa)*)+b U b((aa)*b(aa)*b)*b)(aa)*



1.2 Abschlusseigenschaften und Entscheidbarkeit

Mit anderen Worten: L besteht aus der Menge aller Worter, in denen a’s nur paar-
weise vorkommen und die entweder 1, oder eine ungerade Anzahl > 3 oder eine gera-
de Anzahl > 2 an b’s enthalten. Diese Sprache ldsst sich auch einfacher beschreiben:
L(A) = (aa)*b((aa)* Ub)*. AuBerdem gilt L(A) = L(A’) fiir den folgenden NFA A’.

Satz 2 (Kleene)
Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir jedes L C 3%,

1. L € REG,
2. es gibt einen NFA A mit L = L(A),

3. es gibt einen DFA A mit L = L(A).

Die Implikation (a) = (b) kann man durch eine lineare und induktive Ubersetzung
reguldrer Ausdriicke in NFAs zeigen. Der Teil (b) = (c¢) besteht aus der Potenzmen-
genkonstruktion. Teil (¢) = (a) oder auch (b) = (a) kann schliefllich gezeigt werden,
indem man einen DFA oder NFA als Gleichungssystem iiber Sprachen auffasst und die-
ses mithilfe des Ardenschen Lemmas sukzessive 16st und dabei regulére Ausdriicke fiir
die einzelnen Gleichungen findet.

1.2 Abschlusseigenschaften und Entscheidbarkeit

Satz 3
Die Klasse REG ist abgeschlossen unter

1. Vereinigung (L1, Ls € REG = L1 U Ly € REG),
Konkatenation (L1, Ly € REG = L;Ly € REG),
Kleene-Stern / endliche Tteration (L € REG = L* € REG),
Durchschnitt (L1, Ly € REG = L1 N Ly € REG),
Komplement (L € REG = L :=%*\ L € REG),

Differenz (L1, Ly € REG = L1 \ Ly € REG),

Spiegelung (L € REG = {ay,...a1 |a1...a, € L} € REG,
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Homomorphismen (L € REG = {h(w) | w € L} € REG, wobei h(e) = ¢, h(av) =
g(a)h(v) fiir eine Abbildung g : XX — A* und ein Alphabet A.

Beweisskizze: (1)—(3) gehen trivialerweise aus der Definition von REG hervor. (4)
zeigt man mittels einer Kreuzproduktkonstruktion auf NFAs; (5) durch Vertauschen von
End- und Nicht-Endzusténden in einem DFA; (6) wird auf (4) und (5) zuriickgefiihrt;
(7) durch Umkehrung der Transitionen in einem NFA (da bei der Umkehrung i.A. nicht-
deterministische Transitionen entstehen); (8) Ubung.
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Satz 4
Die folgenden Probleme sind fiir requlire Sprachen L, L' und Worter w € X* entscheid-
bar.

1. Das Wortproblem: Gegeben w und L, gilt w € L?
Das Leerheitsproblem: Gegeben L, ist L = ()%

Das Universalitidtsproblem: Gegeben L, ist L = ¥*?
Das Schnittproblem: Gegeben L, L', ist LNL =(?

Das Aquivalenzproblem: Gegeben L, L', ist L = L'?

S & e

Das Inklusionsproblem: Gegeben L, L', ist L C L'?

Beweis als Ubung.
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