4 Automaten auf endlichen Baumen

Am Anfang des vorherigen Kapitels haben wir gesehen, dass sich ein Wort als eine Menge
von Positionen mit einer Nachfolgerfunktion auffassen ldsst. Dies kann man in natiirlicher
Weise auf mehrere Nachfolgerfunktionen erweitern. So erhalt man eben Baume, die in der
Informatik mindestens so eine wichtige Rolle wie Worter spielen, siehe z.B. Parse-Bdume
kontext-freier Grammatiken, abstrakte Datentypen, XML-Dokumente, etc.

4.1 Top-down vs. Bottom-Up

Definition 36
FEin endlicher Baum ist eine prifix-abgeschlossene, endliche Teilmene T von N*, d.h. ist
wn € T fiir ein w € N* und ein n € N, dann ist auch w € T.

Im folgenden ist X wie iiblich ein endliches Alphabet, aber mit einer Funktion o : ¥ —
N, die jedem Symbol eine Stelligkeit zuordnet. Ein -Baum ist eine partielle Abbildung
t: T — X fir einen Baum T, so dass fiir alle w € N*, ¢ € ¥ und n € N gilt: w € T und
t(w) = a und o(a) =n gdw. fir alle i € N gilt: wi € T gdw. i < n. .

Sei ¥, :={a € ¥ | o(a) = n} und 7y die Menge aller -Biume.

Beachte: Baume sind hier endlich-verzweigend, nicht nur, weil sie sowieso nur endlich
sind, sondern auch, weil die Stelligkeitsfunktion des Alphabets auch nur endlich viele
Nachfolgerknoten zulésst.

Beispiel 10

Sei ¥ = {+,%,—,0,1,-} mit o(+) = o(x) = 0(-) =2, 0(—) = 1 und o(0) = o(1) = 0.
Der arithmetische Ausdruck — (7% 3) + (—4 4 9) lésst sich in bindrer Kodierung z.B. wie
in Abbildung 4.1 als 3-Baum modellieren.

Definition 37
Ein Bottom-Up-Baumautomat (BUBA) ist ein Tupel A = (Q, X%, §, F') mit

e endlicher Zustandsmenge @,

e Alphabet ¥ mit Stelligkeitsfunktion o,

e Transitionsrelationen § = {5, | a € X} wobei d, : Q" — 29, falls o(a) = n,
e Endzustandsmenge F' C Q.

Ein Lauf von A auf einem Y-beschrifteten Baum ¢ ist eine Abbildung r : dom(t) — @,
so dass fiir alle w € dom(t) gilt:
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4 Automaten auf endlichen Bidumen

Abbildung 4.1: Ein arithmetischer Ausdruck als endlicher Baum.

o 7(w) € dg(r(w0),...,r(w(n —1))) mit a = t(w) und n = o(a) sonst.

Solch ein Lauf heifit akzeptierend, falls r(e) € F. Wie iiblich definieren wir L(A) C Ty,
als die von A akzeptierte (Baum-)Sprache, also die Menge aller ¥-Béume, auf den es
einen akzpetierenden Lauf von A gibt.

Ein BUBA beschriftet also die Knoten eines Baums mit Zusténden. Er fangt bei den
Bléttern an und hort an der Wurzel auf.
Beispiel 11
Sei ¥ ={V,A,—,0,1} mit o(V) = o(A) =2, 0(—=) =1 und ¢(0) = (1) = 0. Die Sprache
aller booleschen Ausdriicke, die zu 1 auswerten, ist BUBA-erkennbar. Dies wird z.B. von
dem BUBA A = ({0,1},%,4,{1}) mit

e do() = {0},
e 01() = {1},
e 6.(0) = {1}, 6-(1) = {0},
(

o 0v(q,q2) ={a1V e},
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4.1 Top-down vs. Bottom-Up

® on(q1,2) = {q1 N g2}

getan.

Dieser Automat hat sogar noch eine besondere Eigenschaft: Er ist deterministisch.

Definition 38
Ein BUBA A= (Q,%,6, F) ist deterministisch (DBUBA), wenn fiir alle @ € ¥ und alle

1,5 qn € Q@ mit n = o(a) gilt: |d4(q1, -, qn)| = 1.

Satz 50
Eine Baumsprache wird von einem BUBA erkannt, gdw. sie von einem DBUBA erkannt
wird.

BEWEIS Richtung < wird durch eventuelles Hinzufiigen eines Zustands, aus dem nichts
erkannt wird, erreicht. Richtung = wird wie bei endlichen Wortern durch eine einfache
Potenzmengenkonstruktion gezeigt. u

Definition 39
Ein Top-Down-Baumautomat (TDBA) ist ein Tupel A = (Q, %, qo, 0, F) mit

e endlicher Zustandsmenge @,

e Alphabet ¥ mit Stelligkeitsfunktion o,

e Anfangszustand ¢g € Q,

e Transitionsfunktionen 6 = {6, | a € X}, wobei d, : Q — 2% falls o(a) = n,
e Endzustandszuweisung F : ¥y — 2¢.

Ein TDBA heifit deterministisch, falls |d,(q)| = 1 fiir alle a € ¥ und alle g € Q.
Ein Lauf eines TDBA auf einem Baum ¢ ist ein r : dom(t) — Q mit
* 7(€) = qo,
o (r(w0),...,r(w(n —1))) € do(r(w)) fir alle a € ¥ und alle w € dom(t) mit
t(w) = a, o(a) = n.
Solch ein Lauf heisst akzeptierend, falls r(w) € F(a) fiir alle Blédtter w mit ¢(w) = a.
Ein TDBA beschriftet einen Baum also beginnend mit der Wurzel und endend in den
Blattern.

Beispiel 12

Sei ¥ = {a,b,c} mit o(a) = o(b) = 2, o(c) = 0. Die Sprache L aller Béume, in de-
nen mindestens ein b vorkommt, ist TDBA-erkennbar, z.B. von dem Automaten A =
{—,+},%,—,4, F) mit

b 5a(*) = {(*v +)’ (+a *)}a 5a(+) = {(+’ Jr)}a
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4 Automaten auf endlichen Bidumen

o (=) ={(+ )} d(+) = {(++)},
o o(—) ={(++)} du(+) = {(+ 1)},
und F(c) = {+}.

Satz 51
Die folgenden Aussagen sind fiir endliche Baumsprachen L tiber einem Alphabet 3 dqui-
valent.

1. L wird von einem BUBA erkannt.

2. L wird von einem TDBA erkannt.
BewEkis Ubung. n

Die Aquivalenz von TDBA und BUBA beruht darauf, dass Nichtdeterminismus zur
Verfiigung steht. Sei a € ¥, fiir ein n € N. Dann ist die Transitionsrelation d, eines
BUBA vom Typ Q" x Q. Beachte, dass Q™ x @ >~ @ x Q" ist, welches der Typ einer
Transitionsrelation §, eines TDBA ist. Bei einem DTDBA hat §, jedoch den Typ Q —

Q", und i.A. gilt Q - Q" £ Q™" — Q.
Insbesondere gilt i.A.

Q— Q" = (M9 = Q"¢ < 1Q|Ie" = Q" — @

Satz 52
Es gibt requldre Baumsprachen, die nicht von einem DTDBA erkannt werden.

BEWEIS Sei ¥ = {a,b,c} mit o(a) = 2 und o(b) = o(c) = 0. Betrachte die endliche
Baumsprache L := {a(b,c),a(c,b)}. Es ist leicht zu sehen, dass diese von einem TDBA
erkannt wird.

Angenommen, A = (Q, X, qo, 9, F') ist ein DTDBA mit L(A) = L. Da a(b,c) € L(A)
gibt es Zusténde g1, g2 € Q mit d4(q0) = {(q1,¢2)}, und es muss auch noch ¢; € F(b) und
q2 € F(c) gelten. Da aber auch a(c,b) € L(A) ist, gilt ebenfalls ¢; € F(c) und ¢2 € F(b).
Dann ist aber auch {a(b,b),a(c,c)} C L(A). n

4.2 Regulare Baumsprachen, Abschlusseigenschaften

Eine Baumsprache (Menge von Béumen iiber dem gleichen Alphabet) ist erkennbar,
wenn sie die Sprache eines BUBA ist.

Satz 53
Erkennbare Baumsprachen sind abgeschlossen unter den Operationen Vereinigung, Durch-
schnitt, Komplement.

BEWEIS wie bei Wortern. Ubung. ]
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4.2 Reguldre Baumsprachen, Abschlusseigenschaften

Definition 40 (Baumkonkatenation)
Sei x ein O-stelliges Element aus dem Alphabet Y. Seien A und B Baumsprachen iiber
Y. Die Baumsprache A[z:=B] (alternative Notation A -, B) ist wie folgt definiert:

Alz:=B] := U t[z:=B]
teA
z[z:=B] = B
ylr:=B] = y wenny #x
f(t1...ty)[x:=B] = f(t1{z:=B]...tx[z:=B])

Intuitiv besteht A[x:=B] aus allen Bdumen, die man erhilt, indem man in einem Baum
t aus A alle mit x beschrifteten Bliatter durch Baume aus B ersetzt (es diirfen unter-
schiedliche Béume fiir verschiedene Vorkommen von z sein.).

Analog definiert man Alx1:=Bjy,...,z,:=By]:

Alr1:=By,...,xy:=B,] = U tlr1:=Bi, ..., xn:=DBy]
teA
xi[x1:=B1,...,xn:=By] = B;
ylry =B1,...,xn =By == y ,wenny & {x1,...,x,}
flt1, ... tp)r1:=B1,...,xp:=By] = f(t1[s],...,tx[s]), wobei s = t1:=Bjy,...,tx:=By

Bemerkung: Alz:=B,y:=C] ist im allgemeinen nicht dasselbe wie A[x:=B][y:=C]. Z.B.:
x[x:=y, y:=b] =y, aber x[z:=y|[y:=b] = b.

Satz 54

Sind A, By, ..., By, erkennbar, so auch Alr1:=DBi,...,x,:=B,).

BEWEIS durch Konstruktion eines TDBA. u

Definition 41 (Baumstern)
Sei x ein einzelnes Symbol, L eine Baumsprache. Wir definieren die Baumsprache L**
durch L** =, Ly, wobei Lo = {x}, Liy1 = Ly U L{xz:=Ly)].

Satz 55
Ist L erkennbar, so auch L**.

BEWEIS durch Konstruktion eines TDBA. ™

Definition 42 (regulire Baumsprache)
Eine Baumsprache L ist regulédr, wenn sie aus den endlichen Sprachen mit Vereinigung,
Baumkonkatenation, Baumstern erzeugt werden kann. Man schreibt L € Reg(X).

Satz 56

Eine Baumsprache L tber % ist erkennbar genau dann, wenn eine endliche Menge 0-
stelliger Hilfssymbole Z existiert, sodass L € Reg(X U Z). Beachte: die Symbole von Z
kommen in L selbst nicht vor.
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4 Automaten auf endlichen Bidumen

BEWEIS L werde von TDBA A= (...Q...) erkannt. Wir nehmen Z =  und definieren
einen Automaten A’ auf dem erweiterten Alphabet ¥ U@ (disjunkte Vereinigung) durch
F'(xz) = F(x), falls € ¥ und F'(q) = {q}, falls g € Z.

O.B.d.A.sei Q ={1,...,k}.

Sei K eine Teilmenge von @, h < k (moglicherweise h = 0), i € Q. Wir bezeichnen mit
L(K, h,i) die Sprache iiber X + K, die von A’ beginnend in i erkannt wird durch einen
Lauf mit der Eigenschaft, dass innere Knoten (weder Wurzel noch Blatt) mit Zusténden
< h beschriftet sind. Insbesondere bedeutet das, dass Blitter z € ¥ mit Endzustidnden
aus F'(x) beschriftet sind und dass Zustandsblitter ¢ € K mit sich selbst beschriftet
sind (wg. F'(q) = {q})-

Die Sprache L(K,0, q) ist endlich und somit erkennbar. Auflerdem ist

L(K,h+1,q) = L(K, h,q) U L(K U {h+1}, h, q)[h+1 := U]
wobei U = L(K U {h+1},h, h4+1)*#*D[h41 := L(K, h, h+1)]

Dies sieht man dadurch, dass man in einem Element von L(K, h+1, q) alle Vorkommnisse
des Zustands h + 1 herauspripariert.
Somit sind alle L(K, h, ¢) reguldr und damit auch L(A) = L(, k, qo). n

Satz 57
Fiir regqulire Baumsprachen Ly, Ly (prdsentiert durch Automat oder Ausdruck) sind fol-
gende Probleme entscheidbar: L1 = (0, L1 = Lo, L1 C Lo.

BEWEIS Es geniigt zu entscheiden, ob ein DBUBA die leere Sprache erkennt. Alles an-
dere liasst sich darauf zuriickfithren. Sei also ein DBUBA A gegeben. Wir bestimmen
iterativ die Menge M aller Zusténde g, sodass es einen Baum ¢ gibt mit A(t) = ¢. Sei
Uy die Menge aller Zusténde, die als Anfangsbeschriftung in Erscheinung treten. Ist U,
schon definiert, so sei U,,+1 die Menge U,, zusammen mit allen Zustéinden ¢, derart, dass
es ein Symbol f gibt und Zusténde q1,...qx € U, mit 6(f,q1,...qx) = ¢g. Die gesuchte
Menge M ist die Vereinigung aller U,,. Nach spitestens |@Q|-Schritten ist aber diese Ver-
einigung erreicht, sodass sie in polynomialer Zeit berechnet werden kann. Der Automat
akzeptiert nun die leere Sprache, genau dann, wenn M N F = (). [

Dieses Verfahren lduft in polynomialer Zeit, wenn die Ausgangssprache als DBUBA
gegeben ist. Ist er hingegen als regulirer Ausdruck (moglicherweise gar mit Negation)
oder als nichtdet. Automat gegeben, so muss zunéchst determinisiert werden. Man kann
zeigen [Seidl90], dass das Leerheitsproblem fiir in diesen Formen gegebene Sprachen
EXPTIME vollsténdig ist (zum Vergleich PSPACE vollsténdig bei Wortern).

4.3 Komplementierung von Topdown-Baumautomaten

Deterministische BUBA sind leicht zu komplementieren durch Vertauschen von End-
und Nicht-Endzustdnden. Fiir Topdown-Automaten ist es nicht so leicht, da sie erstens
i.a. nichtdeterministisch sind und zweitens die Akzeptanzbedingung lautet: jedes Blatt
ist mit einem passenden Endzustand beschriftet; davon ist das Komplement aber “es
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4.3 Komplementierung von Topdown-Baumautomaten

gibt ein Blatt, das mit einem unpassenden Endzustand beschriftet ist”, was nicht von
derselben Form ist.

Es ist niitzlich, sich zu iiberlegen, wie man Topdown-Automaten direkt, ohne den
Umweg iiber Bottomup-Automaten komplementieren kann, da sich nur die Topdown-
Automaten auf unendliche Biume verallgemeinern lassen.

Sei also ein nichtdeterministischer Topdownautomat A und ein Baum ¢ = (7', t) ge-
geben. Sei n die maximale Stelligkeit und D = {0,...,n — 1} die Menge der moglichen
Richtungen, in die man in einem Knoten verzweigen kann. Positionen im Baum lassen
sich so als bestimmte Worter iiber D* auffassen. Wenn w € D*, so bezeichnen wir wie
iiblich mit ¢(w) die Beschriftung des durch w adressierten Knotens in t. Wenn t(w) = a
und o(a) = k, dann ist £k <n und wenn {i | wi € T} ={0,...,k —1}.

Wir betrachten folgendes Zweipersonenspiel zwischen den Spielern A (“Automat”)
und P (“Pfadfinder”).

1. Positionen des Spiels sind Paare der Form (w,q) wobei w € D*NT und ¢ € Q,
sowie Paare der Form (w, ), wobei w € D*NT und ¢ € Q7H®)),
Bei Positionen der Form (w, q) ist A am Zug; bei Positionen der Form (w, ¢) ist P
am Zug.

2. Startposition ist (e,7), wobei ¢ der Anfangszustand ist.

3. In der Position (w,q) wéhlt A ein Tupel ¢ € dy,)(q) und erreicht die Position

(w, q)-

4. In der Position (w,q) wahlt P eine Richtung i < m, wobei m = o(t(w)) die
Stelligkeit des Symbols ¢(w) ist und es wird die Position (wi,q’) eingenommen,
wobei ¢’ die i-te Komponente des Vektors ¢ ist.

5. Das Spiel endet, wenn eine Position (w,q) erreicht wird, wobei ¢t(w) ein Blatt ist,
also o(t(w)) = 0. Es gewinnt dann A, falls ¢ € F({(w)) und es gewinnt P, falls

q & F(t(w)).

Satz 58
Ein Baum wird genau dann von A akzeptiert, wenn Spieler A eine Gewinnstrategie
besitzt.

BewEis Ubung. =

Satz 59
Hat A keine Gewinnstrategie, so besitzt P eine positionale Gewinnstrategie, d.h. es gibt
eine Funktion

s: D* x QS" — D

sodass P gewinnt, falls er in der Position (w,q) die Richtung s(w,q,q) wdhlt.

BEwEIS Durch Induktion iiber die Tiefe des Baumes. u
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4 Automaten auf endlichen Bidumen

Unendliche Spiele Die Existenz positionaler Gewinnstrategien gilt bei allen endlichen
Spielen und kann durch Induktion iiber die Spieldauer nachgewiesen werden (ist man in
einer Position von der aus man gewinnen kann, so ziehe man auf eine Position von der aus
das auch noch der Fall ist). Bei unendlichen Spielen kann es erforderlich sein, sich gewisse
Daten iiber die Spielhistorie zu merken und in die Entscheidungen iiber den nichsten
Zug einfliefen zu lassen. Ein Beispiel bildet das Dziembowski-Jurdziriski-Walukiewicz-
Spiel, bei dem zwei Spieler abwechselnd und ad infinitum Buchstaben in {A, B,C, D}
(Buchstabenspieler) und Zahlen aus {1, 2, 3,4} (Zahlenspieler) nennen. Der Zahlenspieler
gewinnt, wenn die grofite von ihm unendlich oft gespielte Zahl mit der Anzahl der vom
Buchstabenspieler unendlich oft gespielten Buchstaben iibereinstimmt. Man kann sich
iiberlegen, dass der Zahlenspieler hier eine Gewinnstrategie hat, aber keine positionale.

Anwendung von Currying Die Gewinnstrategie in unserem Spiel kann als Funktion
aufgefasst werden, die zu jeder Baumposition w € D* eine Funktion s = s,, : Q<" — D
liefert.

Wir definieren nun S := D@" als die endliche Menge aller solcher Funktionen.

Nun wird also ¢ nicht von A akzeptiert, wenn P eine Gewinnstrategie besitzt, es also
eine Beschriftung des Baumes ¢ mit Elementen von S gibt, derart, dass fiir alle (von A
gespielten) Transitionsfolgen 17 € (Q<")* der von 7 und der Strategiebeschriftung indu-
zierte Pfad w in einer Gewinnposition fiir P landet. Wir kénnen nun die Quantifikation
iiber die Pfade nach auflen ziehen:

Der Baum ¢ wird nicht von A akzeptiert, genau dann wenn fiir alle Pfade w in ¢
folgendes gilt:

Fiir alle Transitionsfolgen 7 € (Q=")*, die erstens legal sind und zweitens (zusam-
men mit den Strategiebeschriftungen) den gegebenen Pfad w induzieren, gilt, dass eine
Gewinnposition fiir P erreicht wird.

Dies soll durch einen nichtdeterministischen Topdownbaumautomaten ausgedriickt
werden. Die Form sieht schon mal ganz gut aus: Eine universelle Quantifizierung iiber
Pfade steht ganz auflen. Wir gehen wie folgt vor. Zunéchst bauen wir einen Automaten,
der auf mit X x S beschrifteten Baumen arbeitet. Intuitiv muss dieser Automat fiir jeden
Pfad w abpriifen, ob fiir jedes gleichlange Wort aus Transitionsfolgen welches diesen Pfad
induziert, die induzierte Zustandsfolge in A in einem Zustand g mit ¢ ¢ F(x) landet (x
die Blattbeschriftung am Ende des Pfades).

Diese Sprache iiber Pfaden ist regulér und kann deshalb mit einem endlichen Wort-
automaten, den man auf jedem Pfad mitlaufen lasst iiberpriift werden. Genauer gesagt,
sei M ein DFA iiber ¥ x S x D, der folgende Sprache erkennt:

L(M) = {(al, S1, d1> e (al, Si, dn) ‘ V(j’l e (ﬁ.Vql .. Qn.
qL=1= V1<i< l(j; S 5ai(q7;) =>Vli<i<ld; = si((ji—l) =
¢ = (Gi—1)q;, = o(a;) = 0= q & Far)}

Wir bauen als néchstes einen Automaten A’, der einen Baum beschriftet mit X x S
erkennt, genau dann, wenn alle Pfade in L(M) sind. Dieser Automat hat dieselben
Zusténde wie M und die Ubergangsfunktion (der Automat ist deterministisch!)
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4.4 Higher-order matching

5 (@) = (™((a,5,0),9),...,6"((a,5,0(a) — 1),q))

Den ersehnten Automaten A” iiber ¥ fiir das Komplement von A erhalten wir aus A’,
indem wir die Strategiebeschriftung raten. Die Zustéinde von A” sind dieselben, wie die
von A’, die Ubergangsrelation ist definiert durch

52" (q) = {71 3.4 = 535 (0}

Dieser Automat erkennt also wie gewiinscht das Komplement von L(.A).
Wir konnen die verwendeten Konstruktionen etwas abstrakter fassen:

Lemma 31

Sei L € Reg(X x D) eine reguliire Wortsprache. Die assoziierte Baumsprache L' besteht
aus allen Bdumen t, sodass jeder Pfad in t geschrieben als Wort diber % x D in L ist.
Die Sprache Lt ist requlire Baumsprache.

BewEris Ubung =

Lemma 32
Seip: X — X stelligkeitserhaltende Funktion und L € Reg(X) regulire Baumsprache.
Die Baumsprache p(L) = {t | 3t' € L.p(t') =t} ist regulir.

Hier bezeichnet p(t') den Baum, den man aust’ erhdlt, indem man die Beschriftungen
int' gemdf p ersetzt.

BeEwEls Ubung. n

4.4 Higher-order matching

Wir betrachten den einfach typisierten Lambdakalkiil (funktionale Programme ohne Re-
kursion mit Typen

Tu=0|TlyeeeyTn — T
Wir schreiben 7{" — 75 als Abkiirzung fiir 71,..., 7 — 2. Wir setzen ein Baumalphabet
~——
n Stiick

3} voraus, wobei wir f mit Stelligkeit n identifizieren mit einer Funktion des Typs 0" — o.
Insbesondere identifizieren wir ein Blattsymbol mit einer Konstanten des Typs o. Wir
wollen nun Matchinggleichungen dritter Ordnung l6sen, insbesondere interessieren wir
uns fiir die Losungsmenge einer Gleichung

x(81,892,...,8,) =1t
wobei s; variablenfreie Terme von Typen der Form 7, = 0,...,0 — o sind und ¢ varia-
blenfreier Term vom Typ o ist. Demgeméf ist x eine Variable vom Typ 71,...,7, — o.

Die Symbole aus ¥ gelten nicht als Variablen.
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4 Automaten auf endlichen Bidumen

Beispiel 13
Man bestimme alle Terme, die die Gleichung

r(Ay1, y2.y1, A\ys- f(y3,43)) = f(a, a)

losen. Zwei mogliche Losungen sind o = Azq, x2.22(a) und = Az1, z9.21(f(a,a),a). Ei-
ne andere Losung ist x = Az, zo.x1(x2(z1(21(a,0),d)), ) wobei fiir jedes Vorkommen
von O ein beliebiger Term eingesetzt werden kann.

Fassen wir die A-gebundenen Variablen als O-stellige Symbole auf und das Préfix Az, ..., zg.
als einstelliges Symbol, so kénnen wir A\-Terme mit Baumautomaten verarbeiten. Hier
ist ein Baumautomat mit dem zusétzlichen Symbol O, der gerade alle schematischen
Losungen der gegebenen Gleichungen erkennt.

Es gibt vier Zustédnde, A, B, F, E

Die Ubergiinge sind:

a— A f(AA) > F
0—B z1(A,B) — A
IEl(F,B) — F LL‘Q(A) — F
A$1,$2.F—>E

Endzustand ist der Zustand FE.
Wir verarbeiten Az, x9.21(f(a,a), d) wie folgt:

Az, zo.x1(f(a,a),0) —
>\«T17$2‘«T1(f(A7A)7 ) -
)\1'1,1'2.1‘1(F, B) —
)\xl,l’g.F — F

Wir verarbeiten A\zq,x2.21(x2(x1(21(a, 0),0)),0) wie folgt:

/\xl,xQ.ml(F, B) —
Axy,x9.F — F

Versuchen wir dagegen Az, xs.22(x1(f(a,a),0)) zu verarbeiten, so erhalten wir
Az, wo.xo(x1(f(a,a), D)) — Azq, zo.we(x1(f(A, A), B)) — Ax1, z2.22(x1(F, B)) — \x1, x9.22(F)

und wir bleiben stecken. Die Zustidnde entsprechen Teiltermen der rechten Seite: A = a,
F = f(a,a). Auflerdem haben wir den Sonderzustand B fiir O und E fiir Ende. Die
Idee ist, dass ein Term ¢t mit zwei Variablen x; und zo im Automaten den Zustand
A (bzw. F) liefert, gdw t[z1 := Ay1,y2.y1, 2 := Ay3.f(y3,y3)] sich zu a (bzw. f(a,a))
reduziert (per On-Reduktion). Auflerdem ist der Wert von ¢ der Zustand B, falls sich
t[z1 = s1, 2 := s3] zu O reduziert.
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4.5 Baumautomaten und XML

Dies beweist man durch Induktion iiber ¢ (in Sn-Normalform vorausgesetzt.)

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall einer Matchinggleichung z(s1, s2, ..., $p) = t.

Fiir jeden Teilterm u der rechten Seite ¢ fithren wir einen Zustand ¢, ein und dazu
noch zwei Sonderzustéinde go und E. Die Regeln sind wie folgt:

ALY, T — E

0O — QD
f(Quys- -y qu,) = qu, falls v = f(u,...,uy) ein Teilterm der rechten Seite ist. Hier u;,v # O
Zi(Quys -+ Qun) — Qo falls s;(ur, ..., u,) =g, v. Hier v # O, aber vielleicht u; = O

Diese Methode lésst sich auf beliebige Matchinggleichungen dritter Ordnung verallge-
meinern, also Gleichungen der Form a(x1,...,xn) = b, wobei z; Variablen dritter Ordnung
sind, etwa mit Typen wie (0 — 0) — o, und a, b variablenfrei sind.

Die Entscheidbarkeit des Matchingproblems fiir beliebige Ordnung ist ein berithmtes
offenes Problem. In 2006 hat C. Stirling eine Arbeit vorgelegt, in der die Entscheidbarkeit
gezeigt wird. Sollte diese Arbeit Bestand haben, so wire dieses Problem gelost.

4.5 Baumautomaten und XML

Weitere wichtige Anwendungen fiir Baumautomaten ergeben sich im Bereich semistruk-
turierter Daten (XML). Sie werden hier insbesondere zur Typiiberpriifung (Typen =
XML Schemas) von Dokumenten und Transformationsskripten eingesetzt. Sind solche
Transformationsskripten in funktionalem Stil geschrieben, so kann man eine Kombina-
tion von ML-Typiiberpriifung und Baumautomaten einsetzen um eine approximative
Typpriifung im folgenden Sinne durchzufithren:

Gegeben seien Schemas In und Out, sowie ein Transformationsskript P. Bestétigt die
Typiiberpriifung fiir P den Typ In — Out, so liefert P fiir Eingaben des Typs In stets
Ausgaben des Typs Out. Es gibt aber Skripten P, die diese semantische Eigenschaft
haben und dennoch von der Typiiberpriifung zuriickgewiesen werden.

Der Vorteil dieses Ansatzes ist, dass die Typiiberpriifung recht einfach ist und gleich-
zeitig die einsetzbare Programmiersprache universell ist.

Alternativ kann man eine exakte Analyse erreichen, indem man die erlaubten Skrip-
ten einschriankt, etwa auf Baumautomaten mit Ausgabe und gleichzeitig die Analyse
komplizierter macht.

Als inzwischen etwas veraltetes konkretes Beispiel zeigen wir hier die von Pierce und
Hosoya entwickelte Programmiersprache Xduce.

Xduce ist eine funktionale Programmiersprache zur Verarbeitung von XML-Dokumenten.
XML-Daten kénnen sowohl als Ein- als auch als Ausgabe einer Funktion erscheinen. Es
gibt aber auch noch andere Datentypen wie float, String etc. Fiir XML-Daten gibt es

benutzerdefinierte Typen, die im wesentlichen den XML-Schemas entsprechen.
Dies ist eine Xduce Typdefinition:

type Addrbook = addrbook[Personx*]
type Person = person[(Name,Tel?,Email* )]
type Name = name[String]
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type Tel = tel[String]
type Email = email[String]

type Addrbook2 = addrbook[Personx]

type Person = person[(Name,Telx*,Email* )]
type Name = name [String]

type Tel = tel[String]

type Email = email[String]

Hier ist ein XML-Dokument, das zu ihr passt, also den Typ Addrbook hat:

<addrbook>
<person>
<name>Haruo Hosoya</name>
<email>hahosoya</email>
<email>haruo</email>
</person>
<person>
<name>Jerome Vouillon</name>
<tel>123-456-789</tel>
<email>vouillon</email>
</person>
<person>
<name>Benjamin Pierce</name>
<email>pierce</email>
</person>
</addrbook>

Und hier ist dieselbe Typdefinition als DTD (Document Type Definition).

<!DOCTYPE Addrbook
[ <!ELEMENT addrbook( personx) >
<!ELEMENT person (name, tel?, emailx) >
<!ELEMENT name (\# PCDATA)>
<!ELEMENT tel (\# PCDATA)>
<!ELEMENT email (\# PCDATA)>
1>

und natiirlich kénnen wir auch einen Baumautomaten verwenden, dessen Sprache ge-
rade die XML-Dokumente des Typs Addrbook sind. Ein kleines Problem hierbei ist, dass
die Symbole in XML, wie addrbook, variable Stelligkeit besitzen. Man kann das dadurch
umgehen, dass man alle Symbole nur ein oder zweistellig erlaubt und ggf. neue kiinst-
liche Typabkiirzungen einfiihrt, vgl. Chomsky Normalform kontextfreier Grammatiken.
In Xduce werden XML-Dokumente intern in die feststellige Notation umgerechnet und
verarbeitet. Alternativ kann man auch die Baumautomaten auf die variable Stelligkeit
erweitern.

Die folgende Xduce Funktion iibersetzt nun eine Folge von Adresseintrigen in ein
Telefonbuch. Die gegebenen Typannotate werden automatisch {iberpriift.

fun mkTellList (val e as (Name,Addr,Tel?)*) : (Name,Tel)* =
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match e with
name[val n], addr([val al], tellval t], val rest
-> name[n], tellt], mkTelList(rest)
| name[val n], addr[val al, val rest
-> mkTellList(rest)
I O
-> Q0

Startpunkte fiir weiterfithrende Lektiire zu diesen Themen sind die WW W-Seiten von
Haruo Hosoya (approximative Analyse fiir beliebige Programme), Thomas Schwentick
(exakte Analyse fiir Transducer), Frank Neven (allgemeines zu XML und Automaten-
theorie), Michael Schwartzbach (allgemeines zu praktischen Aspekten von XML aus Sicht
eines Theoretikers).
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