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Was ist und soll Logik?

m Herkdmmlich: Die Untersuchung von giiltigen und ungiiltigen Argumenten

m Die mathematische Untersuchung von formalen Sprachen und ihren Ausdruckskraft
m Formale Syntax und Semantik

m Syntaktische Ableitungen (I" F ¢) vs. semantische Folgerung (I" F ¢)

m Die Bedeutung von Vollstandigkeit, Entscheidbarkeit und Komplexit&t

m Austauschbeziehung zwischen Ausdruckskraft und erstrebenswerten Eigenschaften
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Aussagenlogik

Syntax @ eine Menge von Aussagevariablen mit typischem Element p.
pui=p | 2| 1A

Semantik Model V: @ — {true, false}.

VIFp < V(p) = true
VI - & Ve
ViFeAny & ViFpund VIEY

I'Eyp & fiir alle Modelle V, wenn V IF I", dann V IF ¢

Eigenschaften
m Nicht sehr ausdrucksstark

m Wichtige Probleme entscheidbar, z.B., zu entscheiden ob ein Formel eine
Tautologie ist

m Endlich axiomatisierbar (Vollstindigkeit)
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Logik der ersten Stufe

Syntax x € Var, a € Cons, f € Func, R € Rel

t = x| al f(tr,...,tn)
w i= R(tr,...,ta) | ~ | p1 A2 | Ixp
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Logik der ersten Stufe

Syntax x € Var, a € Cons, f € Func, R € Rel

-
[

= x| a| f(ts,..
w i= R(tr,...,ta) | ~ | p1 A2 | Ixp

'atn)

Semantik Modelle: A= (A,Z), sodass
I(a) €A, I(f) e A XA T(R)CAX - XA

Belegungen: g: Var— A

Interpretation:
IIf(tl, .
AgF R(tlz ) tn)
A gF—p
A,gF N
A g F Ixp

Paul Harrenstein (LMU)

[xla,e = g(x)
[ala,e = Z(a)
stn)lae = Z(F)([tallerg, - - -5 [tallog)

& ([alag, - [tnla,g) € Z(R)
&S AgkFe

& A, gFpand A, g Ey

& for some a € A, A, g[x/a] E ¢
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Logik der ersten Stufe

Syntax x € Var, a € Cons, f € Func, R € Rel
t x | al| f(tr,...,tn)

w i= R(tr,...,ta) | ~ | p1 A2 | Ixp

Eigenschaften:
m Viel ausdrucksstirker als die Aussagenlogik
m Interpretation auf relationalen Strukturen
m Endlich axiomatisierbar (Vollstandigkeit)

m Unentscheidbar (es gibt keinen Algoritmus zu entscheiden ob ein Formel allgemeingiiltig
ist)

m Manche Theorien sogar grundlegend unvollstandig
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Einleitung

Logik der zweiten Stufe

Syntax x € Var, X € VAR, a € Cons, f € Func, R € Rel

t o= x| al f(ty,...,tn)
o = X(tr,...,ta) | R(t1,...,ta) |~ | o1 A2 | 3xp | FXep
Semantik Modelle: A= (AT)

Belegungen: g: Var — A h: VAR — 2Ax XA
Interpretation:

Ag,hE X(t,...,t) © ([tila,g .-, [tala,g) € h(X)

Ag, hE IXep & forsome BCAx---x A A g,h[X/BlEy
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Logik der zweiten Stufe

Syntax x € Var, X € VAR, a € Cons, f € Func, R € Rel
t o= x| al f(ty,...,tn)
o = X(tr,...,ta) | R(t1,...,ta) |~ | o1 A2 | 3xp | FXep

Eigenschaften:

m Noch viel ausdrucksstirker als die Logik der ersten Stufe

m Unentscheidbar

m Grundlegend unvollstindig
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Was ist und soll Modallogik?

Modallogische Sprachen sind einfache doch ausdrucksstarke Sprachen um
liber relationale Strukturen zu reden, und relationale Strukturen sind
allgegenwartig.

Modallogische Sprachen beschreiben relationale Strukturen aus einem
natiirlichen lokalen Sichtpunkt. Somit unterscheiden modallogische Sprachen
sich von, zum Beispiel, der Logik der ersten Stufe. Modallogiken bilden
allerdings keine isolierten Systeme.

Modallogische Sprachen haben viele verschiedenen Anwendungen in der
Informatik, kiinstlichen Intelligenz, Philosophie und Mathematik.
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Relationale Strukturen (allgemein)

Definition: Eine relationale Struktur ist ein Tupel F = (W7 Ri,...,Ri,.. ) sodass:

m W eine Menge von Punkten, Zustanden, Knoten, mdglichen Welten, oder
Zeitpunkten usw.

m RCWxW

Méoglich interessante Eigenschaften von relationalen Strukturen:
m Transitivitat, Reflexivitdt, Symmetrie, Antisymmetrie, usw.
m Loops, Vergabelungen, Schleifen, usw.
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Beschriftete Transitionssysteme

Definition: Ein beschriftetes Transitionssystem ist ein Tupel F (W ,{R.: a € A}) wo:

m W eine Menge von Zustdnden
m A eine Menge von Labels

m R, eine Transitionsrelation fiir das Label a

Beispiel:

@

@—a,
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Beschriftete Transitionssysteme

Definition: Ein beschriftetes Transitionssystem ist ein Tupel F (W ,{R.: a € A}) wo:

m W eine Menge von Zustdnden
m A eine Menge von Labels

m R, eine Transitionsrelation fiir das Label a

Beispiel:
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Temporale Strukturen

m Menge von Zeitpunkten mit einer temporalen Ordnung
m Zukunft und Vergangenheit

m Lineare Zeit

Verzweigende Zukunft
m Zuriickverzweigende Vergangenheit

Diskrete, dichte und kontinuierliche Zeit
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Epistemische Strukturen

RSB 1 RBS

-

SRB éBR
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Syntax der elementaren modallogischen Sprache

Syntax: Aussagevariablen: p € @
Formeln: p € L(P)

pi=p | @ | prAp: | Op

Abkiirzungen:
1l = pA-p
VY = (e Ay)
=Y = eV
Cp = 00—

Drei Lesarten der elementaren modallogischen Sprache:

Alethische Modallogik: Oy heiBt “p ist notwendig.”
Epistemische Modallogik: Oy heiBt “der Agent weiB/glaubt, dass ¢."
Beweisbarkeitslogik: O heiBt “¢ ist beweisbar (in einer arithmetischen Theorie).”
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Alethische Modallogik

Oy heiBt “p ist notwendig.”
<O hieBt Y ist moglich.”
Inuition:  “yp ist notwendig falls ¢ wahr ist in allen
moglichen Welten.”

Streitfragen: Welche der folgenden Formeln sollten gelten?
mUp—o
B Op — Oy
m Op — O0p
B p— 00
B Cp — OO
m O(p —¢) — (B — 0Y)
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Epistemische Logik

Oy heiBt “der Agent weiB, dass ¢.”

Streitfragen: Welche der folgenden Formeln sollten gelten?
mUp—p
mp— Uy
m Op — OO0

m O(p — ¢) — (Op — O9)
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Epistemische Logik

K heiBt “der Agent weiB, dass ¢.”

Streitfragen: Welche der folgenden Formeln sollten gelten?
m Kp—op
mp— Ky
m Kp — KKp

K(p = ¢) = (Kp — K¢)
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Epistemische Logik

By heit “der Agent glaubt, dass ¢."

Streitfragen: Welche der folgenden Formeln sollten gelten?
m Bp—op
= p— By
m By — BBy

B(y — ¢) = (By — BY)
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Beweisbarkeitslogik

Oy heiBt “p ist beweisbar (in einer arithmetischen Theorie)

Streitfragen: Welche der folgenden Formeln sollten gelten?
m O(Op — ) — Op

m O(p — ¢) — (Op — O9)
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Elementare Modallogik

Semantik der elementaren Modallogik

Definition: Ein Rahmen (frame) F fiir L(®) ist ein Paar (W, R) wo:
m W eine nicht-leere Menge ist
m R C W x W eine bindre Relation auf W ist

Definition: Ein Modell M fiir L(®) ist ein Tupel (W, R, V) wo:

m (W, R) ein Rahmen ist

m V: W X ® — {true,false}

Definition Sei M = (W, R, V) und w € W.

M, w i p &
M, w Ik =g &
MwlFpAYy <
M, w I Op &
M w IF Op &
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V(w, p) = true

M, w ¥ ¢

M, wliF ¢ und M,w |- ¥

fir alle v.e W mit wRv: M,viF ¢

es gibt v € W mit wRv, sodass M, v IF ¢
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Semantik der elementaren Modallogik

Definition: Ein Rahmen (frame) F fiir L(®) ist ein Paar (W, R) wo:
m W eine nicht-leere Menge ist

m R C W x W eine bindre Relation auf W ist

Definition: Ein Modell M fiir L(®P) ist ein Tupel (W, R, V) wo:
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Beispiel

P, c;\—/p, q

Welche der folgende Aussagen stimmen?
M, wy IFOOp
M, wy IF &O-g
M, wy I p— Op
M, wy IF p— OCp
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Semantische Giiltigkeit und Folgerung

Definition: Sei F = (W,R), M = (F, V) und ¢ € L(P).
MIFe <& firallewe W, Mywlkp
FwlF@ < fiiralle V € {true, false}"*?, (F,V),wlF ¢
FlFp < firallewe W, Fwlp

Definition: Sei % eine Klasse von Rahmen, dann

Fe o < firalle FEL, FlFg

(Wir schreiben F ¢ fiir F& ¢ wenn % die Klasse von allen Rahmen ist.)

Paul Harrenstein (LMU) Einfiihrung Modallogik 23. Februar 2008 17 / 26



Charakterisierung von Rahmeneigenschaften

Definition: Eine Formel ¢ € L(P) charakterisiert eine Klasse ¢ von Rahmen, wenn

FIFp & Fe%

Proposition:  Sei p € @, dann
Op — p charakterisiert die Klasse von reflexiven Rahmen
Op — OOp charakterisiert die Klasse von transitiven Rahmen
&Op — p charakteriert die Klasse von symmetrischen Rahmen

&Op — Op charakterisiert die Klasse von euklidischen Rahmen
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Modale Hilbert Systeme

Definition: Ein K-Beweis ist eine Folge von Formeln, von den jeder
entweder ein Axiom ist oder folgt aus Formeln die schon bisher
mittels einer Beweisregel abgeleitet worden war. kg ¢ heiBt, dass ¢
auf diese Weise abgeleitet werden kann.

m Axiomen von K

— Alle aussagenlogischen Tautologien
- O(p— q) — (p — Oq) (das K-Axiom)

m Regeln von K

— wenn - ¢ — ¢ und F 4, dann ¢ (MP)

— wenn - ¢, dann + O¢p  (Gen.)

— wenn ¢, dann F ¢’, wo ¢’ mittels einer uniformen Substitution aus ¢
erzeugt worden ist
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Elementare Modallogik

Beispiel
1. p—(g—(pAQq) Tautologie
2. Op—(g—(pAq))) Generalisation, 1
3. O(p—q)— (Op— Oq) K-Axiom
4. O(p—(g—(pAqg)))— (Op—O(qg—(pPAq))) uniforme Substitution, 3
5. Op—0O(qg— (pAq)) Modus Ponens, 2,4
6. O(g—(pAg))— (Bg—0O(pAq)) uniforme Substitution, 3
7. Op— (Og—0O(pAq)) Aussagenlogik,5, 6
8. (OpAOq)— O(pAqg)) Aussagenlogik, 7
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Elementare Modallogik

Vollstandigkeit von normalen Modallogiken

Theorem: Ik ¢ genau dann wenn F .

Definition:  Eine normale Modallogik ist eine Menge von Formeln, die alle
aussagenlogische Tautologien und alle Instanzen von O(¢ — ) — (Op — Ov)

enthalt und abgeschlossen ist unter Modus Ponens, Generalisierung und
uniformen Substitution.

Fact: K ist die kleinste normale Modallogik.
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Dynamische Logik

pi=p |~ | 1A | [n]p | (m)e
= a | m;m | mUm | | 7

[r]l¢  : Nach 7 gilt ¢

m1;mo : Fiihre zuerst 7 aus und als nichstes 7/
71 U mo: Fiihre entweder m; oder w5 aus

* : Fithre 7 null oder mehrmals aus

p? : Uberpriife ob ¢ gilt
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Dynamische Logik: Beispiel

p,—q

@ a

P q -p,q

Gilt die folgende Aussage?
m M, w |- (b; c)[a*]q
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Epistemische Logik

pu=p| o | prApa | Kip | Bip | Dp | Ep | Cop

Kip: Agent i weiB, dass ¢

Bip: Agent i glaubt, dass ¢

D¢ : Erkenntnis von ¢ ist distribuiert
Ep : Jeder weiB, dass ¢

Cyp : Es ist common knowledge, dass ¢
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Temporale Logik

pi=plop | 1Az | Op | Op | p1Uep

O : Von jetzt an ¢
(O : Als nachstes ¢
pU: ¢ bis
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Fazit

m Modallogische Sprachen sind einfache doch ausdruckstarke Sprachen um
tiber relationale Strukturen zu reden.

m Verschiedene Modallogiken fiir verschieden Anwendungen: alethische
Modallogik, Epistemische Logik, temporale Logik, dynamische Logik.

m Modale Formeln kénnen Rahmeneigenschaften charakterisieren.

m Normale Modallogiken.
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