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Aufgabe 5. Berechnen Sie zu den aussagenlogische Formeln
(a) (X > ((YVX)—>-Z)<Y)und
b (X—=-Y)—-X)—X

jeweils eine dquivalente KNF, eine dquivalente DNF sowie eine erfiillungsaqui-
valente KNF.

Aufgabe 6. Unter einer Interpretation Z definieren wir den numerischen Wert
einer Aufzdhlung von Aussagenvariablen Xg,..., X, _; als

n—1

[Xo,.. . Xnalz = >, 27tk
k=0,Z(Xj)=tt

(a) Geben Sie eine Interpretation Z mit [Xo, X1, X2, X3, X4]7 = 12 an.
Sei nun X := Xo,...,Xp_1 und Y = Yo,..., Y 1.

(b) Finden Sie eine Formel ¢ nur in den Aussagenvariablen X und Y, so
dass fiir alle Interpretationen Z gilt: Z = ¢ genau dann, wenn [[X Iz <
[[17]]1 Beweisen Sie die Korrektheit IThrer Formel. Bestimmen Sie die
asymptotische Grofle Threr Formel.

(c¢) Finden Sie eine Formel 1, die den gleichen Sachverhalt wie ¢ darstellt,
jedoch zuséatzliche Variablen verwenden darf und deren Grofie hochstens
linear in n ist. Wie muss die formale Spezifikation aus (b) hinsichtlich der
zusétzlichen Variablen abgeéndert werden?

Aufgabe 7. Diese Aufgabe ist auf das dritte I"Jbungsblatt verschoben!
Entscheiden Sie mittels des DPLL-Algorithmuses, ob die folgenden Klauselmen-
gen erfiillbar sind. Geben Sie wesentliche Zwischenschritte an.

(a) {{A,B,C,D,E,F},{-C},{C,—-A}}



(b) {{A,~B,C,~D,~E,~F}, {~C},{C,~A}}

(C) {{ﬁAvB}ﬂ{Cv ﬁB}ﬂ{j(l EﬂF}7{ﬁEvF}7{E7ﬁF}7{ﬁE7ﬁF}a
{A,B,C,D},{-D,B},{A,-D,C}}

Hinweis: Achten Sie nicht nur auf eine geeignete Wahl der Variablen, sondern
auch auf eine geeignete Setzung, also ob Sie mit C[T /A] oder C[L/A] rekursive
weiterarbeiten.

Aufgabe 8. Sei C eine Horn-Formel, geschrieben als Klauselmenge.

(a) Beweisen Sie: Wenn C eine Klausel {A} bzw. {—A} enthilt, wobei A eine
Variable sei, so sind C und C[T /A] bzw. C und C[L/A] erfiillungséquivalent.

(b) Zeigen Sie: Falls C keine Klausel der Form {A} oder {—A} enthélt, so
weist C die leere Klausel auf oder C ist durch ein Belegung erfiillbar, die
jede Variable auf ff schickt.

(c) Geben Sie ein Algorithmus an, der in quadratischer Zeit entscheidet, ob
eine Horn-Formel erfiillbar ist. Begriinden Sie die Korrektkeit Thres Ver-
fahrens.

Hinweis: Die Losung der erste Teilaufgabe kénnte Sie zu einer Schleife

veranlassen.

(d) Erweitern Sie Ihren Algorithmus so, dass er ggf. eine erfiillende Belegung
bestimmt.

Aufgabe 9. Seien A;,...,A,,B1,..., By, 2n verschiedene Aussagenvariablen.

(a) Finde Sie eine KNF zur Formel ¢ := (A;_; Ax) V (Aj—; Br). Wie groB
ist Thre Formel?

Wir mochten nun zeigen, dass jede KNF die zu ¢ aquivalent ist, mindestens die
GroBe n? hat. Dazu sei C die Klauselmenge einer KNF zu .

(b) Zeigen Sie, dass in einer Klausel K von C, die eine Variable X nur nega-
tive enthalt, das negative Vorkommen gestrichen werden kann unter Be-
wahrung der Aquivalenz.

Hinweis: ¢ ist monoton.

Im Folgenden sei C die Klauselmenge einer kleinsten KNF zu .

(c) Zeigen Sie, dass jede Variable in jeder Klausel von C nur positiv vorkommt.
Hinweis: Obige Teilaufgabe und Minimalitét.

(d) Beweisen Sie, dass C keine Einerklauseln enthélt, also dass keine Klausel
in C nur aus einer Variablen bestehen kann.

(e) Zeigen Sie: Fiir alle ¢ und j zwischen 1 und n gibt es eine Klausel in C,
die A; und B; enthilt.



(f) Mit obiger Teilaufgabe, gibt es n? viele Paare und jedem Paar kann eine
Klausel aus C zugeordnet werden. Warum kann man daraus alleine noch
nicht zeigen, dass es n? Klauseln in C gibt?

(g) Zeigen Sie: Fir je zwei verschiedene Paare (i,7) und (¢,;5') (mit 1 <
i,7,7,7" < n) gibt es keine Klausel in C, die sowohl A;, B;, A;s als auch
Bj: enthalt.

(h) Fiihren Sie den Beweis zu Ende.

Hinweise: Viele der Teilaufgaben kénnen per Widerspruch bewiesen werden
und ggf. durch die Konstruktion einer Interpretation, in der sich ¢ und C
unterscheiden wiirden.

Da erzielte Ergebnis kann verscharft werden.
(i) Geben Sie eine Folge von Formel, (¢,)nen, an, so dass

e die GroBle von ¢, hochstens quadratisch in n ist, und

e jede zu @, dquivalente KNF mindestens exponentiell in n ist.

Begriinden Sie Thre Antwort kurz.



