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Aufgabe 17. Entscheiden Sie, ob die folgenden Formeln jeweils Tautologien sind. Im positiven
Fall geben Sie einen Beweis im Sequenzenkalkiil an. Andernfalls finden Sie ein Gegenbeispiel
bestehend aus einer Signatur und einer Struktur!

Gz V) = 3z.0) vV Gaa).

Gz.p A ) = Fz.0) A Caa)).

Gz.p A ) — Bz.p) A Gaap), falls z & frei().
(VaTy.¥) — JyVa.ab.

GyVz.) — Yoy,

(

Aufgabe 18. Bestimmen Sie zu folgenden Formeln zuerst eine ihrer Pranex- und anschliefend
eine ihrer Skolem-Normalformen.

(a) ~Vy.~((Vo.P(z,y)) A ((—3y.P(y,y)) — P(y,v)))
(b) JzVy.Vz.~(P(z,y) A P(y, 2))

(¢) Va.~P(z,z) — —3yVz.P(y, z) — —P(x, 2)

(d) Va.(=3y.P(z,y)) < (-32.P(z,z))

Aufgabe 19. Ein Formel heifit termreduziert, wenn sie nur atomare Formeln der Form z=y,
R(x1,...,z,) und f(x1,...,2,)=y enthilt, wobei n € N und y, x1, ... Variablen bezeichnen.
Zeigen Sie, dass es zu jeder Formel ¢ eine dquivalente termreduzierte Formel gibt, dessen Grofle
linear in der Groe von ¢ beschrankt ist.

Aufgabe 20. Bestimmen Sie, welche der folgenden Relationen in der jeweiligen Strukturklasse
definierbar sind. Im positiven Fall geben Sie eine definierende Formel an und im negativen Fall
eine kurze informelle Begriindung dafiir.

(a) Die iibliche Kleiner-Relation, <, in den Strukturklassen {(N,+)}, {(Z,+)} und {(Q,+,-)}.

(b) Die Relationen isPrim(z) und ggT(z,y,2) jeweils in {(N,+,-)} und {(N,-)}. Die Relatio-
nen stehen fiir einen Primzahltest und den grofiten gemeinsamen Teiler der ersten beiden
Argumenten.

Die Funktionen + und - bezeichnen die iibliche Addition und Multiplikation der jeweiligen Klasse.



