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Aufgabe 33. (a) Sei τ = ∅ und sei N die τ -Struktur mit Universum N. Für alle n ∈ N
bezeichne An die τ -Struktur ({0, . . . , n− 1}). In der Aufgabe 29(a) haben Sie gezeigt, dass
der Duplikator das Spiel GN ,An

n gewinnt. Zeigen Sie, dass es keine Formel ϕ∞ über der
leeren Signatur gibt, die ausdrückt, dass das Universum unendlich ist. (Vergleichen Sie das
Ergebnis mit Aufgabe 21(c).)
Hinweis: Satz von Ehrenfeucht-Fräıssé.

(b) Seien A und B zwei Strukturen über einer gemeinsamen Signatur, so dass

• A 6' B, aber

• der Duplikator alle Spiele GA,Bn gewinnt (n ∈ N).

Zeigen Sie, dass sowohl A als auch B unendlich sind.

Aufgabe 34. Bezeichne ϕA,am (x) die Isomorphietypen wie im Beweis des Satzes von Ehrenfeucht-
Fräıssé definiert (Folie 197). Zeigen Sie, dass die Menge{

ϕA,am (x) | a ∈ An, x ∈ Vn
}

für alle n,m ∈ N endlich ist, und schätzen Sie die Größe dieser Mengen nach obenhin ab.

Aufgabe 35. In der Vorlesung wurde eine Modellierung von wohlgeformten XML-Dokumenten
betrachtet, die nicht FO-definierbar ist.

(a) Erweitern Sie geeignet die Signatur τXML zu einer Signatur τ ′XML, so dass die wohlgeformten
XML-Dokumente bzgl. τ ′XML FO-definierbar werden.

(b) Geben Sie an, wie ein XML-Dokument als τ ′XML-Struktur dargestellt wird.

(c) Geben Sie einen τ ′XML-Satz ϕ an, der genau die wohlgeformten XML-Dokumente definiert.

Aufgabe 36. Definiere N+̇Z als {(n, 0) | n ∈ N} ∪ {(z, 1) | z ∈ Z}. Geben Sie ein Modell der
Peanoaxiome ohne dem Induktionsaxiom an, dessen Universum N+̇Z ist, also eine Interpretation
von 0, s, + und ∗. Dabei soll N vor Z kommen:

N Z

Achten Sie insbesondere darauf, wie Ihre Multiplikation von (0, 0) mit (z, 1) definiert ist. Erfüllt
Ihr Modell auch das Induktionsaxiom? Begründen Sie Ihre Antwort kurz.
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Aufgabe 37. Sei τ die Signatur der Peano-Arithmetik zuzüglich einem zweistelligen, infix notier-
ten Relationszeichen <. Weiter bezeichne PA< die Axiome der Peano-Arithmetik ohne dem In-
duktionsaxiom aber zuzüglich einer hinreichenden Axiomatisierung von <, wie z.B. ∀x.x < s(x).
Betrachtet werden folgende Induktionsschemata, wobei ψ eine beliebige Formel bezeichnet.

ψ(0) ∧ (∀x.ψ(x)→ ψ(s(x)))→ ∀x.ψ(x) (Indψ)
(∀x.(∀y.y < x→ ψ(y))→ ψ(x))→ ∀x.ψ(x) (Ind<ψ )

Zeigen Sie, dass

(a) PA< |= Ind<ψ → Indψ.

(b) es eine Formel ψ′ gibt mit PA< |= Indψ′ → Ind<ψ .
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