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Aufgabe 22 — Fortsetzung. Sei 7 eine Signatur, die nur eine zweistelliges Relation P und eine
zweistellige Funktion f enthélt. Sei A die Formelmenge { Vz.Vy.P(z,y), 3z.3y.-P(z, f(x,y)) }
iiber 7.

(c) Bestimmen Sie eine Skolemform A**® von A.
(d) Zeigen Sie, dass A®*° unerfiillbar ist.
(e) Ist jeder Abschluss von AL(A**°) (als aussagenlogische Formelmenge) erfiillbar oder nicht?

Man konnte versuchen, den Satz von Herbrand auf Allgemeingiiltigkeit wie folgt zu erweitern:
Fiir jede Formelmenge ® von FO"-Siitzen ist ® allgemeingiiltig gdw. jeder Abschluss von AL(®)
erfiillbar ist.

(f) Zeigen Sie, dass diese Erweiterung falsch ist.
Hinweis: Betrachten Sie ® := { Vz.P(z,x) }.

Aufgabe 26. Sei 7 eine endliche Signatur und A eine endliche Struktur iiber 7.

(a) Konstruieren Sie eine 7-Satz ¢4, der A bis auf Isomorphie beschreibt, d.h. fiir alle 7-
Strukturen B gilt:
BEpa gdw. B~ A

Hinweis: Aufgabe 21(a) und (b) fiir die Grofienbeschreibung des Universums von \A.
(b) Zeigen Sie, dass A ~ B aus A = B folgt.

Losungsvorschlag.  (a) Das Universum von A sei A = {ay,...,a,} mit n = |A|. Weiter be-
zeichne x, fiir jedes a € A eine eineindeutige Variable.
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gesetzt wird. (Eine informelle Begriindung wurde in der Ubungsstunde besprochen.) Mit 14
bezeichen wir die Teilformeln (1) bis (4).

Es bleibt zu zeigen, dass diese Setzungen von ¢ 4 die Struktur A wirklich bis auf Isomorphie
charakterisiert.

Richtung A~ B = B} ¢a: Gelte A ~ B und sei ¢ ein Isomorphimus von A nach B. Zu
zeigen ist B = @4. Wéhle als Belegung n = [x4, — t(a1),..., %4, — t(ay)]. So gilt
B,n = ¥4 (und damit auch B |= ¢.4), denn (1) gilt, da ¢ injektiv ist, (2) gilt, weil ¢
surjektiv ist, und (3) und (4), da ¢ ein Isomorphismus ist:

Sei R eine k-stellige Relation. Es ist zu zeigen, dass B,n = xr(Zay,---,Zq, ) gilt. Sei
V1,..., v € A gegeben. Falls (vy,...,v) € RA, so tritt R(z.,, ..., 2y, ) positiv in xg
auf. Da ¢ eine Isomorphismus ist, gilt auBerdem: (t(v1),...,t(vx)) € RE. Damit gilt
aber auch B,n |= R(wy,,. .., %y, ). Der Fall (vy,...,vx) ¢ R4 ist vollkommen analog.

Sei f eine k-stellige Funktion. Es ist zu zeigen, dass B,n = xf(Zay;- .-, Zq,) gilt. Sei
v1,...,v, € A gegeben. Die linke Seite der Gleichung in x y wertet zu

B(vr),. .., u(vp))

aus. Da ¢ eine Isomorphismus ist dies ¢(f*(vy,...vx)), was gerade der Wert von

TrA (1)
ist.
Richtung B |E ¢4 = A~ B: Gelte B |E p4. Zu zeigen ist A ~ B. Da B = .4, gibt es
eine Belegung n mit B,n = 1 4. Es reicht nun einen Ismorphismus ¢ von A nach B zu
konstruieren. Wihle ¢(a) = n(z,) fir alle a € A. So ist ¢ injektiv nach (1) und surjektiv

nach (2). Uberdies ist ¢ in der Tat auch ein Isomorphismus wegen (3) und (4) — analog
zur Argumentation fiir die andere Richtung.

Hinweis: In die Konstruktion von ¢ 4 geht essentiell die Endlichkeit von 7 und A ein.
Aufgabe 27. Sei ¢ eine FO-Formel in Skolem-Normalform.

(a) Begriinden Sie kurz, warum AL({p}) aufzihlbar ist, d.h. warum es einen Algorithmus gibt,
welcher der Reihe nach die Elemente von AL({p}) ausgibt, dabei muss der Algorithmus
nicht terminieren.

(b) Zeigen Sie: ¢ ist unerfiillbar gdw. alle Abschliisse von AL({¢}) unerfiillbar sind.

(c) Sei © ein Abschluss von ¥ := AL({¢}) und sei ¥ C . Zeigen Sie, dass es eine Menge
©' C O gibt, die Abschluss von ¥’ ist.

(d) Begriinden Sie, warum es nur endliche viele Abschliisse einer endlichen Formelmenge ¥ gibt,
und warum diese aufzdhlbar sind.

(e) Geben Sie einen Algorithmus G an, der fiir eine FO-Formel ¢ folgendes leistet. Wenn G
unerfillbar zuriickgibt, ist ¢ unerfiillbar. Der Algorithmus muss nicht terminieren.

Losungsvorschlag. (a) AL({¢}) ist aufzidhlbar, da die Menge der Grundterme bereits aufzihl-
bar ist.

(b) Kontraposition des Satzes von Herbrand.



()

Offenbar reicht ©’ = © zu setzen, denn, falls © ein Abschluss von ¥ ist, dann auch von jeder
Teilmenge von V. Fiir die Teilaufgabe (e) zeigen wir eine stirke Aussage:

Wenn O eine Abschluss von ¥ ist und ¥’ C U,

dann gibt es einen (bzgl. Mengeninklusion) kleinsten Abschluss ©' C © von ¥'.  (5)
Beweis. Dem einleitenden Text folgend ist aber © auch ein Abschluss von ¥’. Also gibt es
auch einen bzgl. C kleinsten Abschluss von W', O

Die Aussage (5) lisst sich auch eleganter als kommutatives Diagramm veranschaulichen.

o Abschluss von U= AL({¢})

Ul Ul

o . Kleinster Abschluss von -,
Nachdem es zu jeder Formelmenge einen Abschluss gibt und jeder Abschluss eine Obermenge
ist, gibt es natiirlich unendlich viele Abschliisse zu einer Formelmenge. Vielmehr zeigen wir

folgendes:

jede endliche Formelmenge I" hat nur endlich viele (bzgl. C) kleinste Abschliisse und
es gibt ein Verfahren, das endlich viele Abschliisse von I' produziert,

so dass sich unter diesen auch alle kleinsten Abschliisse von I' befinden. (6)

Beweis. In einen Abschluss einer Menge gehen zwei Aspekte ein: zum einen ein rein al-
gorithmischer Teil (Reflexivitéit fiir Grundterme, Abschluss unter Gleichheit, ...) und zum
anderen eine Entscheidung fiir jede Disjunktion, welche Teilformel in den Abschluss aufge-
nommen wird. Im Fall eines kleinsten Abschlusses gibt es fiir den letzen Aspekt nur endlich
viele Moglichkeiten, genauer: hochstens zwei hoch die Anzahl der Disjunktionen in der For-
melnmenge (ggf. auch als Subformel). Wurde nun eine Entscheidung bzgl. der Disjunktionen
getroffen, kann der algorithmische Teil der Formelgrofie nach sukzessiv ausgefithrt werden.
Dabei ist beim Abschluss unter Gleichheit anzumerken, dass eine Formel nur endlich viele
Subterme besitzt, auch wenn die eigentliche Definition alle moéglichen Tripel aus Formel,
Variable und Term betrachten miisste. O

Bemerkungen. (i) Das skizzierte Verfahren liefert auch nicht-kleinste Abschliisse. Denn der
Abschluss unter Gleichheit kann ein Disjunkt liefern gegen das man sich vorher entschieden
hat. Zum Beispiel kénnte man sich bei der Menge

{ @lt/x] vV, o[t' /], t =1t}

fiir das Disjunkt 1) entscheiden wihrend der Abschluss unter Gleichheit o[t/z] liefert. Der
resultierende Abschluss ist sicher nicht der kleinste.

(ii) Die so konstruierten Abschliisse sind zwar nicht endlich, aber aufzihlbar, da die Refle-
xivitdt der Grundterme in die Abschliisse eingeht.

Informell reicht es nach (b) nachzuweisen, dass alle Abschliisse von AL({p}) unerfiillbar
sind. Dazu reicht es nach (5) sich auf die kleinsten Abschliisse zu konzentrieren, die nach (6)
auch einen guten algorithmischen Charakter haben. Ein Problem ist noch, dass solche Ab-
schliisse immer noch unendlich sein kénnen. Um diese dennoch irgendwie auf Unerfiillbarkeit
zu testen, soll eine aufsteigende Folge von endlichen Teilmengen herangezogen werden. Im
Algorithmus steht die Variable ¢’ fiir die Konjunktion der Formeln einer solchen Teilmenge.
Da die Aufzédhlung jedoch i.A. unendlich ist, setzen wir den Unerfiillbarkeitstest als eine
eigene Prozessfamilie ab und fahren mit einem anderen kleinsten Abschluss fort.

Mit ¢ als Eingabe kann der geforderte Algorithmus G' folgendermafien aussehen.

IDer Name soll die Anlehnung an den Algorithmus von Gilmore ausdriicken.



o1 Variable ¥/ := ();
oo Fiir alle ¢ einer Aufzdhlung von AL({y}) tue

03 U= U U {y}; // YV C AL({p})

0a Seien ©'[1], ..., ©'[k] eine Menge von Abschliisse von ¥,
darunter auch alle kleinsten Abschliisse von U’';

05 Fir alle i=1, ..., k tue

06 Erzeuge folgende Prozess pl[i]

o7 Variable ¢/ := T;

o8 fiir alle Formeln ' in (einer Aufzihlung von) ©O'[i] tue

09 w/ = ’(/J/ N 9/;

10 wenn ¢’ unerfiillbar (z.B. mittels Wertetabelle) dann

11 terminiere diesen Kindprozess mit ’’unerfiillbar’’;

12 terminiere diesen Kindprozess mit ’’erfiillbar’’;

13 starte folgenden Kindprozess

14 Beobachte alle Kindprozesse pl[1], ..., pl[kl;

15 Wenn jeder irgendwann mit ’’unerfiillbar’’ terminiert hat, dann

16 beendet das gesamte Verfahren mit ’’unerfiillbar’’;

17 starte die Kindprozesse p[1], ..., plk]l;

Zur Wohldefiniertheit: AL({¢}) ist nach Teilaufgabe (a) aufzdhlbar. Damit ist Zeile 02
wohldefiniert. In dem Schleifendurchlauf ist ¥’ endlich. Daher gibt es nach (6) auch nur
endlich viele kleinste Abschliisse von ¥’. Uberdies sind diese auch aufzihlbar. Damit ist
auch Zeile 04 wohldefiniert. 0

Zur Korrektheit: Angenommen der obige Algorithmus liefere fiir ¢ “unerfiillbar”. Es ist zu
zeigen, dass ¢ tatséchlich unerfiillbar ist. Nach (b) reicht es zu zeigen, dass alle Abschliisse
von AL({}) unerfiillbar sind. Sei © dazu ein Abschluss von AL({¢}). Es ist zu zeigen, dass
O unerfiillbar ist. Da der Algorithmus terminiert, gibt es eine endliche Menge ¥/ C AL({¢}),
so dass fiir alle ihrer Abschliisse, O[1] bis O[k], die entsprechenden Kindprozesse, p[1] bis
plk], mit “unerfiillbar” terminieren. Das heifit aber, dass fiir alle i = 1,...,k die Menge
eine unerfiillbare Teilmenge besitzt. Also ist O[¢] selbst unerfiillbar. Es bleibt immernoch zu
zeigen, dass © unerfiillbar ist. Nach (5) gibt es einen kleinsten Abschluss ©' C © von ¥’'. Da
O[1] bis O[k] nun alle kleinsten Abschliiss von ¥’ enthalten, gibt es ein i € {1,...,k} mit
Oli] = ©'. Da aber O[i] unerfiillbar ist, trifft dies auch auf © zu. O

Bemerkung: Natiirlich wiirde auch ein nicht terminierender Algorithmus ausreichen. Jedoch
sollte in dieser Aufgabe der Algorithmus den Satz von Herbrand umsetzen.

Aufgabe 28. Sei 7 eine Signatur, die nur eine zweistelliges Relationssymbol R enthilt, und weiter
sei ¢ :=Vz.mR(x,x).

(a) Begriinden Sie kurz, warum es unendlich viele nicht isomorphe Modelle von ¢ gibt!

(b) Wie viele nicht isomorphe Modelle hat ¢, deren Universum die Grée 3 hat? Geben Sie die
entsprechenden Aquivalenzklassen (bzgl. der Isomorphie) an!



