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Kapitel 1

Einfiihrung und
Grundbegriffe

Thema

Ubertragung von Nachrichten durch einen (Ubertraguns -) Kanal mit der
Absicht, Stérungen zu entdecken und maoglichst zu korrigieren.
“Ubertragbar” ist eine Folge von Signalen

Ein “Kanalalphabet” ist die Menge der zuldssigen Signale.

1. Schritt: “Quellcodierung”
Quellnachricht — Quellcodewort (:= Signalfolge)
i.a. Stérung bei der Ubertragung:
1 Signal wird durch ein lesbares / unlesbares Signal ersetzt.

2. Schritt: Quellcodewort — “Kanalcodewort” (4 Kontrollsignale)

3. Schritt: Ubertragung des Kanalcodewortes Longrightarrow empfange-
nes Codewort

4. Schritt: empfangenes Codewort — Zielcodewort

5. Schritt: Zielcodewort —— Zielnachricht

Quellnachricht — | Quellcodewort — Kanalcodewort

— | empfangener Code — | Zielcodewort — Zielnachricht

Folge von Nachrichten — Folge von Codewoértern.
Typen von Codeértern:

1. Linge variabl / fest
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2. Signale bindr / nicht binér

3. Kontrollsignale mit / ohne

Definition 1.1 Fin Code ist die Menge der zulissigen Kanalcodewdrter
tber einem Kanalalphabet. Fin Blockcode ist ein Code mit Codewdrtern
konstanter Ldnge.

1.1 Codes der Praxis

1.1.1 Morsecode (Samuel Morse, 1837)

Eine Nachricht entspricht einem Zeichen € {a,...,z,0,...,9,...}
Ein Zeichen wird abgebildet auf ein Codewort iiber {-,—}

Beispiel
e~ arr-— c+ —-— Trenner: Pause

Dieser Code ist also bindr und ohne Kontrolle.

1.1.2 CCITT - Code (Telegrafie, 1918

1 Nachricht = 1 Zeichen €{SP, CR, LF, Buchstaben, Ziffern, Sonderzeichen}
Alphabet = {+, —}; Umschaltung; feste Linge von 5; keine Kontrolle

(v [

1.1.3 ASCII - Code

1 Nachricht = 1 Zeichen € {a,...,z;A,...,Z;0,...,9;...}
27 Zeichen; feste Liinge 8 (da Paritiitsbit); Alphabet {0,1}; 1 Kontrollbit

b+— 1100010 1
B +— 10000100
2+~ 01100101

1.1.4 ISBN - Code Biicher

R.W. Hamming, Coding and Information Theory
Prentice - Hall, 1980

ISBN 0 - 13 139139 - 9
—~ =~ —— ~—

Staat  Verlag interne Laufnr. Priifziffer
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Priifziffer:
10-0+9-14+8-34+---4+9-2=134; 13449=143=11-14

Priifziffern: 0,1,...,9,

1.2 Schliissel fiir Objekte der realen Welt

1. Identifikationsschliissel = Laufende Nummer (Dezimal), evtl. “Nummernkreise”

Beispiel
Wertpapiernummer 113453

2. Klassifikationsschliissel = Folge von Werten von “Merkmalen”

(a) hierachisch

Beispiel
Postleitzahlen: 80999 Allach 10999 Berlin

(b) unabhingig

Beispiel
Bundeswehr - Pk:  ttmm)j B zzzzz

(¢) Verbundschliissel (beides in Kombination)

Beispiel
Kontonr. Postbank 1237 68 — 80 6

1fd.Nr. Bearbeiter  Filiale Priifziffer

1.2.1 Paritatsbit

erlaubt das Erkennen von einem Fehler.

Beispiel
b: 11000101 + 11010101 Verfélschung

Definition 1.2 (Hamming-Abstand) 2 =2y,...,2,; Yy = Y1,.- -, Un
d(z,y) := Anzahl der Positionen mit x; # vy;, heisst Hamming Abstand
von x und y.

Beispiel
ASCI b d(11000101, 11010101) =1 d(11000101, 10000100) = 2

Lemma 1.3 Fir den Hammingabstand d(z,y) gilt:
1. d(z,y) = d(y, z)
2. d(z,y) =0 < z=y
3. d(z,y) +d(y, z) > d(z, 2)

also eine Metrik
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Definition 1.4 (Minimalabstand) Sei C' ein Code. Dann heisst d(C') :=
min{d(z,y)|z,y € C;z #y} der Minimalabstand von C.

Es sei:

F das Alphabet eines Codes.

F* die Menge aller Worter iiber F.

F™ die Menge aller Worter der Linge n.
CCF"

= bei d(C) > 2 ist C' € subseteqF™

Lemma 1.5 Fin Code C' C " mit d(C) = k erkennt Verfilschungen bis
zu k — 1 Fehlern. (“C erkennt k — 1 Fehler”)

Definition 1.6 (Fehlertypen) Sei Codewort x € C' gestort an k-Stellen.
Die Stéorung heisst:

gleichverteilt wenn die k Stérungen unabhdngig sind.

Biindelfehler wenn sie einen Abschnitt der Linge k betrifft.

Bei gleichverteilt:

Sei p(<< 1) die Wahrscheinlichkeit fiir 1 Fehler, dann ist p* die Wahrschein-
lichkeit fiir k& Fehler. Annahme: bei gestortem 2’ ist vermutlich das # € C' mit
dem kleinsten Abstand d(z,2’) richtig. (“maximum likelihood”-Annahme)

Lemma 1.7 Fin Code C' mit d(C') = 2k + 1 kann bei Storungen in bis zu
k Positionen das x € C' eindeutig bestimmen. (“C' korrigiert k Fehler”)

Beweis
d(z,2") <k = Fiir jedes y € C,y # z, gilt d(2’,y) > k;
der o) F (e’ y) > d(,y) > 2+ 1

!

= d(2',y) > 2k+1—d(z,2") > k+1>k

Bemerkungen

d = 2k : Kugeln kénnen sich beriihren.

Bei d(a',2) < k nur d(z',y) > 2k — d(2',2) > k.

Bei d(C') = 2k sind also nur k — 1 Fehler korrigierbar.
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1.3 Codes mit variabler Wortlinge

Ohne Trennzeichen, falls “Prifix-Bedingung”. (Ein Codewort ist nie ein
echter Anfang eines anderen Codewortes) = Fano-Bedingung (1963)

Beispiel
C = {0,10,110, 111}
Allgemein:
C = {c1,...,¢,} ein Code mit Fanobedingung, der Linge ny,...,n, mit

P
|F| = g.Dann gilt > q%k < 1. Im Beispiel: ny = 1,n9 =2, n3=n4=3,¢=
k=1

2 liefert 2%+2%—|—2l3—|—2%:1

Ab jetzt: Blockcodes, z € C': x = ay,...,a, mit a; € F, Hamming-
Abstand

Also lange und viele Codewdrter und mathematische Struktur des C
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Kapitel 2

Lineare Codes

Blockcode 1.1 C' C F™, F endlich und Kanalalphabet. F' nicht irgendeine
Menge, C' nicht irgendeine Teilmenge von F™.

F endlicher Kérper, |F| = ¢ mit q.

F = GF(q),q= p™, meist GF(p)!

Beispiel
GF(2) ={0,1}, GF(3)={0,1,2}

F™ ist ein Vektorraum der Dimension n iiber F.
x€e€F*: r=ay,...,a, mita; €F y=0by,...,b, mit b; € I
r+y=(ar+b1),...,(a,+b,)
Beispiel
01

F =GF(2),n =4, F*={0000,0001,...,1111}  + 1111

Beispiel
F =GF(3),n =4, F* = {0000,0001,0002, ...,2222} 4 0003

Schreibe V' statt F dann |V| = ¢". Sei U C V Untervektorraum. V' hat
Basis vy, vg,...,v, € V, v; linear unabhingig.

U hat Basis ¢1, 92, ..., 9 mit £ < n, g; linear unabhingig.
reU:z=Mgi+ -+ |[U=d¢ 0eU

Definition 2.1 Fin k—dimensionaler Unter (Vektor) raum C' CV = F"
heisst (n,k)— Linearcode (iiber I)

Folge:
1. Die Summe und Differenz zweier Codeworter ist wieder ein Codewort.
2. Es gilt stets: 0,...,0€ C
N——
n-mal
Beispiel

F =GF(2),n =4,C ={0000,0111, 1001, 1110} also ein (4,2)—Code.
ICl=4=¢ = k=2

!p = Primzahl
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Definition 2.2 (Hamming-Gewicht und Gewichtsfunktion)
Sei C'C F" ein (n, k)—Code, dann:

1. Firaz € C heisst y(z) := d(0,2) (Hamming) Gewicht von z.

2. Sei firi € {0,1,...,n}, A; die Anzahl der Wérter aus C' mit Gewicht.
Dann heisst A(Z) := 3 A;2' Gewichtsfunktion von C. (Ag=1)

=0

Korollar

Lod(e,y) =~(x —y)
2. d(C) = min{y(x)|z € C,x # 0}

Bewelis

zu 1. Es gilt d(z,y) = d(z + z,y + z) “translationsinvariant”.
= d(z,y)=d(y,z) =dly—y,z —y) =d(0,z — y)

zu 2. ohne Beweis

Definition 2.3 (Informationsrate)
Fiir (n,k)—Code C' heisst R := % Informationsrate. 0 <R< 1.

Ist R gross, so gibt es viele verschiedene Codewérter. Eine hohe Informati-
onsrate fiihrt zu einer schlechten Korrektur.

Oft ist es erwiinscht, fiir ein gegebenes n (Wortldnge), d (Mindesabstand)
und ¢ (Signalanzahl) ein maximales R(n,d,q) zu finden. Also einen Code
bei dem R(n,d,q) “optimal” ist.

R=—[0<R<1] A=—[L1<Ax<1]
n
R
-
: T
Grenzfalle
1. R=0,k=0,|C|=¢"=1,C={0...0} (n,0)—Code.



3. A=1,d=n,C=1{0...0,1...1,....(q—1,...,q— 1)}
ICl=¢ ,K=1,R= % (n,1)—Code.
Erkennt n — 1 Fehler und korrigiert (n — 1)div2 Fehler.

Beispiel
q=2,n=7 0100110 ~ 000000 1100110 +— 111111 “triviale Codes”

“nicht triviale” Codes

Basis ¢1,...,9k; 2 € C = 2= Ag1+ -+ Apgr mit \; € ' = GF(q)
Menge der Quellcodewdrter ist (Aq, ..., Ag). Die Menge der & = Ajg1+-- -+
Argr ist die Menge der Kanalcodewdrter. Die “Generatormatrix” G fiir C
hat k Zeilen ¢;(i =1,..., k) der Lange n.

Beispiel
g=2n=>5k=3=— G= ol
10011

C: Quellcodewort | Kanalcodewort | Gewicht A d(C)=2
000 00000 0
001 10011 3
010 01111 4
011 11100 3
100 11001 3
101 01010 2
110 10110 3
111 00101 2

A(Zy=1+22% 4 42° 4 12*
Mit einer anderen Basis fiir C' bilden k Spalten die Einheitsmatrix I, (“Staffelform”)

Definition 2.4 (Aquivalenz) 2 Codes C,C" C F" heissen dquivalent,
wenn sie, bis auf (feste) Permutationen der Komponenten der Codewdrter,
identisch sind.

G in Staffelform permutieren, dann ist G = (I;:P) mit P = k x (n — k)
Matrix in “reduzierter Staffelform”.

Satz 2.5 Zu jedem (n,k)—Code C' C I'™ existiert ein dquivalenter (n, k)— Code
C" C F™ mit Generatormatriz G’ in “reduzierter Staffelform”.
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Dann:
T=ay...05054, .- .0y €C

= Mg+ -+ Apgr mit G = (I;:P)

9; =9j1---95kDPj1---Pjr mit g;; =0;; und r:=n—k
N —

93,k+1--9jn
g1
a; = (/\1 .. /\k) (gkl)
- a1:/\1,...,ak:/\k

= apy; = Mip1j + Aop2j 4o Appuk (1<j<n-—k)
= Gt = @1P1j + -+ QpPrj

Hieraus folgt, dass 2 € C' in k frei wdhlbare “Informationsbits” und r = (n—
k) “Kontrollbits” agy1 .. .a, zerlegbar (“separierbar”) ist. Diese Kontrollbits
ergeben sich mit Hilfe der “Kontrollgleichungen” aus den Informationsbits.

Piy
Apyj = ar1pij + -+ appr; = (a1 .. .ax) ( : ) Spalten Nr. k 4 j in &

Phj
Beispiel
Beispiel 1
11001 g1 100 : 11 gL =g
G= 01111 G2 G'= 010:10 g =g+ g3
10011 gs 001 : 01 gé =g1+92+9s

= a1, az, as frei wahlbar. ay = a1 + a2 as = a1 + as
z = (a1,a2,as,a1 + az,a, + as)

Beispiel 2
10 : 01
C = {0000, 0111, 1001, 1110}, G = /"~ X = (a1,a2,a2,a1 + az)
Beispiel 3 Parititsbit
n n 1 0.1
z=(ai,...,an_1,0a,) mit a; =0 = a,= a;,G =

frei wahlbar
(n,n —1)—Code
7Zu (G existiert eine “Kontrollmatrix” H:
r=ay,...,a, Yy=>by,....,b, € F"

w...y::al.bl_l_..._l_an.bn
x,y sind orthogonal <— z -y =0 “selbstorthogonale”

Beispiel
(01111) - (O1111) =0+ 1-141-141-141-1=0
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Definition 2.6 CL = {y € I"|y-z = 0 fiir alle = € C'} ist ein Orthogo-
nalraum zu C. Weiterhin ist C* ein Unterraum von F™ (Dimr =n —k)
und ein zu C' dualer Code.

Sei H Generatormatrix (r x n-Matrix) des C'+, mit Zeilen h; und eine Kon-
trollmatrix fiir C'. Dann gilt:

yECJ‘<:>y-gj:0fﬁr alle Zeilen ¢q,...,¢gr von G
xECJ‘<:>x-hj:0fﬁr alle Zeilen hy,...,h, von H

Lemma 2.7 Bei ¢ = (I|P) kann man H = (=PT|1,) als Kontrollmatrix
nehmen.

Bewelis

r€e€(C <<= v-h;=0flirj=1,...,r h]‘:(hjl,...,h]‘n)G:(Ik|P)
= v =(ay...a5,b01...0,) mit b; = ayp1;+ -+ bl ptr

erfiillbar bei h; py, = 6;, und —py;,..., —pi;
—— ——
:hjl :h]k
= hj = (=p1j, s —Pkjy 0515, 0;) fir j=1,...,r bzw. H = (—p*|I,)
Beispiel

100:11 ,
zu Bsp.: 1 G = 01010 = H=(1{))
001:01 :

zu Bsp.: 2 G =(g1i1) = H= (1))

1 0:1
zu Bsp.: 3 G = o = H=(1...1:1)
o 1
Definition 2.8 (Syndrom) SeiC' C F"(n, k)— Code, C*+ orthogonal zu C,
H die Kontrollmatriz und y € F™ beliebig.
Dann heisst der Vektor y- HY = (y - hy,...,y - h,) Syndrom von y.

Beispiel

Zu Bsp.1: H = (11%1%) sei y = (10111). Also:
11

y-H' = (10111) (1)2 = (14040+140,140+14+0+1) = (0,1) also y ¢ C.
01

Satz 2.9 z€(C << z-H' = (0,-,0)  fo.Beweis]

Lemma 2.10 Sei I' = GF(2). Dann ist fiir ein beliebiges y € F'™ das Syn-
drom S, := y-HT (bis auf transposition) dei Summe derjenigen Spalten von
H, fiir welche die entsprechende Komponente von y die 1 ist.
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Bewelis

hll Ce hln
y=(ay,...,a,) H= : .
Bt or B
:Sy:y'HT = (al-hn—l—---—l—an-hln,...,alhrl—|—---—|—anhm)
athiy ... azhi, hi1 hin n hlj
et SJ = = a; 4 dan = Z .
alh,,l e anhm hrl hrn i=1 hm

a;=1

Beispiel

y=10111 H=(3{5)) = /=1 + 7+, + 7 =1

T =ay...a, € C mit a; € {0,1}. ~(2) = dy # 0 fiir z # 0...0, also
d, > 1.

Aus 2 € C folgt s; = 0 ist Summe von d,. Spalten von H.

5] = (2)} =r, also gibt es d, linear abhingige Spalten in H.

Wenn d, =1 gilt, gibt es in G die “0-Spalte”.

Satz 2.11 Sei C' ein (n, k)—Code iber I' = GF(q) mit Kontrollmatriz H;.
Dann hat C' genau dann Minimalgewicht dg, wenn je dy — 1 Spalten von H
linear unabhdingig sind. In H gibt es dy linear anbhingige Spalten.

Bewelis

Seien hy,...,h, die n Spalten von H.
“=7 d(C)Y=dy =

1. Es existiert ein 2 = a1 ...a, € C' mit v(z) = do.
Seia, #0 firve I C{l,...,n},|I|=do und a, =0 fiir v ¢ I.
—=2cC=0=2-H" =5 ah, =) ah,
v=1 vel
Also sind die dy I-Spalten h,,v € I linear abhingig.

2. Fiir kein € C'ist 1 < vy(z) C dp — 1, je dg — 1 H-Spalten sind

also linear unabhingig.

Beweis:
Annahme: do—1 linear abhiingige H-Spalten h,,v € I C
{1,...,n}, [I|=do—1.1st 3 . ayh, = 0, und nicht alle
a,=0.8eia, £A0firvel’ CI,1<|I'| <dy—1 fiir
Vektor o € F" mit a, # 0 fiir v € I’, a, = 0 sonst;
gilt S, = aH'" = 0. Also z € C' mit y(z) < do — 1 im
Widerspruch zu Annahme.
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“e=" 1. dy H-Spalten h, mitv € I C {1,...,n},|I| = dglinear abhingig.
Es gilt also Zuel a,h, = 0, wobei nicht alle a,, = 0 sind. Je dp—1
Spalten sind linear unabhéngig, d.h. alle a, # 0 (dy Stiick)(sonst
wiren do — 1 Spalten linear abhidngig — Widerspruch).
Der Vektor z € F™, mit a, # 0 fiir v € I,a, = 0 sonst , [I| = dy
gehort zu C. In C' existiert also ein z mit y(z) = 1.

2.8 iax=a...a, € C;1 < v()<dy—1.a, #=firv e I' C
{1,....,n}, 1 <|I'|<dp—1und a, =0 fiirv eI
Dann ist fiir kein 2 € C' 1 < y(2) <dg—1
Beweis:

Annahme: © € C, also 0 = o - H' = e ah, =
> overavhy, mit I' C 1.

|| =do—1,a, #0fiirv el a, =0firvel-1.
Hieraus folgt, dass dg — 1 linear abhdngige H-Spalten
existieren, im Widerspruch zur Annahme.

Lemma 2.12
d(C) >dy <= jedy—1 H-Spalten sind linear unabhdngig. [o.Beweis]

2.1 Fehlerkorrektur in Linearcodes

Gesendet wird ein 2 € (', empfangen ein y € F". Bei y Az ist y =z + ¢
“Fehlervektor” . Bei gegebenen y muss man also 2 und e Paare (z,e) mit
x € C'und 2 + e = y bestimmen. C' ist ein Vektorraum, also auch additive
Gruppe und Untergruppe von (F",+). Hieraus folgt, dass F™ aus C' und
den Nebenklassen z + €' mit geeigneten “Reprédsentanten” z € F” besteht.
21, 22 € F™ liegen also genau dann in der selben Nebenklasse, wenn z1 — 29 €
C gilt. Wegen y—e = o € C gehéren y, e zur selben Nebenklasse N = y+C
und e € y + C. Insgesamt gibt es ¢"~F Nebenklassen (einschlieBlich C').
Welches e ist also Element von der Nebenklasse 3y 4+ C'7 Dies wird mit der
mazimum likelihood Annahme bestimmt. Es wird also ein ¢ € y + ¢’ mit
minimalem Gewicht gesucht.

Definition 2.13 (Anfiithrer) Sei N = y + C' Nebenklasse von C'. Dann
heisst ein eg € N mit minimalem Gewicht Anfihrer von N.

korollar o.Beweis

LynpeN = yH =y’
Die Nebenklassen sind also durch Syndrome charakterisierbar.

2. e € N ist Anfiihrer von N. (e) ist also der minimale Abstand eines
jeden y € N von jedem z € C.

Beispiel
Gilt fiir jeden Anfiihrer e in N, dass y(e) = 3, so hat jedes N mindestens 3
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Fehler.
Alternativ gilt: Ist y € F™,x € C,y € N, dann folgt d(y,z) > d(e), also ¢
Anfiihrer von N.

2.2 Syndromdecodierung

1. Fiir jedes der ¢"~* — 1 “interessanten” Syndrome S # (2) bestimme

man eine Darstellung als S = eH ' mit minimalen v(e). Also den
(oder die) Anfithrer e der Nebenklassen zu S. Speziell gilt, falls S

Spalte Nummer j aus H ist, dann gilt e = 0...010...0, ansonsten
J

ist es eine (bindre) Summe gewisser H Spalten.
2. Bilde eine Liste L aller Paare (5, €).

3. Fiir ein gegebenes y berechne S, = y - H' und bestimme das e aus
L fiir S = S,. Dann war e der Fehler fiir dieses S, gesendet war also

T=y—e.
Beispiel
100 : 11
G= 010:10 H= ié?jé? d(C) =2
001 : 01 ’

q" " —1=¢""% -1 =3 interessante Nkl fiir die Syndrome

Die Anfihrer sind also S | e y = 11011 S, = 10 =
01 | 00100,00001
10 | 01000,00010
11 | 10000
r1 = 10011
r2 = 11001
Es gilt:

1. Es gibt genau dann mehrere Anfiithrer e mit y(e) = 1, wenn es in H

identische Spalten gibt.

2. Fiir d(C) > 3 gibt es in einer Klasse hochstens einen Anfithrer mit

Gewicht 1.

“Ungeeignet” in H sind also die Nullspalte, da dann d(C') = 1 und identische
Spalten, da es dann mehrere Anfiihrer gibt.
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Spezielle lineare Codes

3.1 Hamming Codes

Wihle geeignetes H, also keine Nullspalte und paarweise verschiedene Spal-
ten.

Satz 3.1 FEin bindrer Linearcode C' korrigiert genau dann jeden I1-Bit-
Fehler, wenn die Spalten von H paarweise verschieden sind und H auch
keine Nullspalte besitzt.

Beweis Ubung auf Blatt 2
Anmerkung: Dies gilt so nicht bei nicht bindren Codes.

Definition 3.2 (Hammingcode) Der bindre Linearcode C, dessen Kon-
trollmatriz H genau die Bindrdarstellung der Zahlen 1,2, ...,2" —1 als Spal-
ten hat, heisst (n, k)-Hammangcode mitn =2" -1, k=n—-r(=2"-1-r)

Anmerkung: Die Codewortldnge n ist nicht beliebig lang!

Beispiel
r=3,n="7k=4 der (7,4) Hammingcode.
0001111 0111 : 100 (1)(;88 ?é}
H = 0110011 H = 1011:010 — G = 0010 : 110
Spaltenpermutiert . :
1010101 1101 : 001 0001 : 111
= ¥ = aiazasaq4 asagar € C' mit as = + ax 4+ az + a4
:ei - ag = a1 -+ + az + aq
ar = a1 + az + + aq

Folglich miisste also d(C) > 3 sein.

3.1.1 Hammingcodes mit beliebiger Wortlange n
Bestimme r so, dass 2"7! < n < 2" — 1, bilde H mit 2" — 1 Spalten und
streiche 2" — 1 — n Spalten. Hieraus ergibt sich eine (r x n) Matrix H'. Eine

Code €’ mit d(C"’) > 3 korriegiert 1 Fehler.

15
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Beispiel

Streiche (bei r = 3) Spalte i aus H, also n = 6.
011 : 100 100 : 001

H= 101:010 = G= 010:101 (67 3)—Code
110 : 001 001 : 110

Die Nebenklasse fiir i hat also die Anfithrer 100100, 010010, 001001. Also
hat y eNKL zum Syndrom i mindestens 2 Fehler

Fehlerkorrektur bei Hammingcodes

1l.e,=0...010..0y=24¢€,,5.=0
S,=y-HT =e, - H" = v-te Spalte h, von H.=> Fehlerposition.

Beispiel
000 1111 00111] 1

H = o110011 y=1011110 5, = o1001| 0 Spalte 5 ist falsch
101 0101 11010] 1

= » = 1011010

2. entdeckt ein Hammingcode mit d(C') = 3 zwei Fehler?
€e,=0...010...010...0
v m

— 5. = hs mit § irgendeiner Nummer.
Beispiel

01111
x = 1011010 y = 0011110 e = 1000100 S, = 1001jo 1 Fehler an Position 47
10100

Abhilfe: “Code-Erweiterung”

& =ay...a, ein Element des Hammingcodes, dazu a,4; = Y ., a1, dann
0

Cw— C'd(C") >4, dann H' = H :

0

1 1

1 .
= Fehlerkorrektur y = by ...b0,b,41

n+1
1 Fehler: e=¢,=0...010...0 S, =S5.#0 > b;#0
=1

n+1
2 Fehler: e=¢,=0...010...010...0 S, =S5.#0 > b,=0
v H =1
Beispiel
00011110 1
H = 01100110 r =1011010: 0 y=1011110:1 S, = 0
10101010 1
11111111 1
1
Also 1 Fehler an Position 5. y' =10111101 S, = ¢ = 2 Fehler.
0

Lemma 3.3 Sei C' ein linearcode iber GF(q), welcher t-Fehler korrigiert
(d.h. d(C) = 2t+1). Sei fiir z € F™ die Kugel K(z,t) ={y € F"|d(z,y) < t}
definiert. Dann ist fiir x,2' € C

i
K,H)nK@'\ t)y=0 und |K(z,t)|= (2)(g—1)™ firz € F".

n=0
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Beweis zu 2.:

z=ay...a, € F", fir den Wert a; existieren also fiir jede Position ¢, (¢ —1)
Mbéglichkeiten. Fiir m < n feste Positionen existieren also (¢—1)™ Vektoren,
welche an diesen m Positionen von z verschieden sind.

Es gibt (;:L) Moglichkeiten fiir m < n Positionen, es existieren also (;) (¢ —
1)™ Vektoren, welche an m Positionen von z verschieden sind. Fiir 0 < m <t

t
entsteht also |K(z,t)|= > ()(¢—1)™
m=0

Definition 3.4 Sei C' ein Linearcode iber GF(q) mit d(C) = 2t + 1, genau
dann heisst C' perfekt, wenn | J,co K(z,t) = F"

Anmerkung: sonst gilt nur | J, oo K(2,t) C I'".
Lemma 3.5 Sei C' C F" iber GF(q) mit d(C) = 2t+ 1. Dann gilt, dass C'
t
genau dann perfekt ist, wenn (;:L) (q— )™ = q"*.
m=0

Beweis:
Die K (z,t) sind disjunkt, ?77?7 |K(z,t)| = |U,ec K (2, t)| = 3 co | K (2, t)| =
Ic|- 3! (") (g — 1)™ wegen C perfekt ist ¢" = ¢* - = ¢"=*

m=0
— (' ist perfekt, nach Definition gilt also, dass |J,co K (2,t) = F™ also
|Upec K(2. )] = Xpec | Kz 8) = " |K(z,t)]

Anzahl der
Codewdrter
¢
=¢"- ¥ (")(g—1)™ =|F"| = ¢" was zu zeigen war.
m=0

= Es gilt K(x,t) C F™ fiir jedes 2 € C', also ist |, K(z,t) C F".

i:(;)@—l)m:qn: 7. Da

m=0

AuBerdem ist ||, oo K(z,1)] = q"

qn_kn.\/.
die Mengen endlich sind folgt hieraus (J, .~ K(z,t) = F™ und somit
die Behauptung.

Satz 3.6 Sei C' C F", = GF(q),d(C)=2t+ 1. C ist genau dann perfekt,
wenn genau die e mit y(e) < t die Nebenklassen-Anfiihrer sind.

Beweis:

1. Aus d(C) = 2t + 1 folgt, dass jedes e € F” mit y(e) < t in einer
Nebenklasse von C' liegt und e der einzige Vektor mit y(e) < ¢ in
dieser Klasse ist. (d.h. e ist Anfiihrer).

Beweis:

Aus d(C) = 2t 4+ 1 folgt, dass e € F"™ mit vy(e) < ¢ kein
Element von C' ist. Sei also e € N geeignete Nebenklasse.
Sei ¢'inF", aus € # e und y(e') <t folgt, dass ¢ € N, da:
Annahme: e,;¢’ € N alsoe—€¢ =z € (C = ~(e—¢€) >
2t 4+ 1.
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Aber (e — €) < 7(e) +7(—€) = 7(e) +7(€!) < 2t im Wi
derspruch zur Vorraussetzung. Also ist e der einzige Vektor
mit y(e) <t in N, folgich ist e eindeutiger Anfiihrer von N.

2. “==7 (' ist perfekt, also iiberdecken die disjunkten K (z,¢) fiir z € C
den ganzen F™. D.h. fiir jeden beliebigen Vektor y € F™ existiert genau
ein x € C' mit y € K(x,t) und d(y,z) < t. Sei e := y — & eindeutig
bestimmt zu y, y(e) < ¢t und e € N,. Nach 1. ist e Anfiihrer von N,
mit y € ™ beliebig, also hat jede Nebenklasse von C einen, nach 1.
eindeutigen, Anfiithrer mit Gewicht < ¢. Folglich ist jedes e mit y(e) < ¢
ein eindeutiger Anfiihrer einer Nebenklasse.

3. “«<=" y € F" ist beliebig. Behauptung: zu y existiert ein eindeutig
bestimmtes z € C' mit y € K (z,t). Dies ist trivial fiir y € C' ndmlich
y = x. Was ist aber mit y € C und y = 2+ e mit & € C', welche Werte
haben z,e?
Jedenfalls gilt e € NN,. Sei e also Anfiihrer von N,, dann gilt nach
Vorraussetzung, dass y(e) < ¢t und (nach 1.) eindeutig bestimmt ist.
Folglich ist in « := y — e mit z € C' y eindeutig bestimmt.
d(y,z) = yle) < ¢, also ist y € K(x,t) mit eindeutig bestimmten
x € C, also liegt jedes y € '™ in K (z,t) mit # € C', woraus sich die
perfektheit des Codes ergibt.

3.2 nicht binidre Hammingcodes

Wieder sei d(C') > 3, je 2 Spalten von H sind also linear unabhingig.

Lemma 3.7 Seien a,b H-Spalten mit ) # a # b # 0. Fiir (o, 3) # (0,0)
und o, 5, ¢ € GF(q) gilt dann:

ad+pfb=0 <+= b=ga mitp=0

Beweis:

L aa+ pb=0,a#0,b#0,(a,5)# (0,0)
—a#0oder £0 = b=ramity=—af"!'#0

2. b=va = aa+pb= (a+By)a = 0fiir 3 # 0 beliebig, also a = —3y #
0. Fr nichtlineares H whle aus jeder Klasse der skalaren Vielfachen
eines r-Tupels je einen Reprsentanten. Pro Klasse gibt es ¢— 1 Spalten,

wobei ¢" — 1 davon nicht der 0-Vektor sind. —= n = % und K =

Beispiel
. 17 1 2 T _~®
q:3,77é1,a:2,b:3~2= 1 = a+b=0

Definition 3.8 (verallgemeinerter Hammingcode)
Fin Linearcode C' iber GF(q) mit (r xn)-Kontrollmatriz H, h = qqr_—_ll ohne 0
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und h, # vh, fir 2 Spalten h,, h, heisst verallgemeinerter Hamingcode
(VHC).

Beispiel
g=3,r=3,n=3%=L =13, k=n—r=10

. . 0000111111111
Man erhélt also einen ternéren (13,10)-Code mit H = 0111000111222

1012012012012

Lemma 3.9 Der verallgemeinerte Hammingcode ist perfekt

Beweis: siche Ubung

Sei A(z) = > A;2" Gewichtsfunktion mit A; der Anzahl der € C mit
=0

() =1

Satz 3.10 Sei C' bindrer Hammingcode mit n = 2" — 1,

dann ist A(z) = #(1{— )"+ 51 —I—Z)nT_l(l — z)ﬁz;_l

Beweis:

1. Rekursionsformel fur die A;
Sei I C{1,...,n},|I|=10i—-1,s(I):= Euelﬂv mit H-Spalten. S([I) =
y-HT fiir y=>by...b, € F” mit b, = 1 fiir v C I, b, = 0 sonst.
Es gibt (nfl)) Mengen 1. Klasse bzgl. s(1) 70777
(a) 1,S(L1)=0,yHT =0 = yeCmity(y)=1- 1.
Die Anzahl der Teilmengen vom Typ [y ist also A;_

(b) I1,S(lL) = hy #0mit p € L, = Y =0= yH' =
vel—{u}
1 fii I —
0,y € C mit b, = iy € I, = {u}
0 sonst

v(y) =7 — 2 also ist die Anzahl der Mengen I3 — {u} gleich A;_»
(= Anzahl der y € C' mit y(y) =1 — 2).

Sei I, C {1...n} mit b, =1 fiir v € [, dann entsteht die Menge
Iy aus I; durch Hinzufiigen eines p ¢ I,. Zu einem festen I,
entstehen also n — 7+ 2 Mengen I und fiir ¢ € C,y" # y ist
d(y,y’) > 3. Die I, fiir verschiedene y € C sind also disjunkt und
folglich ist die Anzahl der Mengen Iy = (n —i+2) - A;—»

(c) I5,S(I3) = h, #0mit p ¢ [, = > h,=0=yecC

v+Is+{n}
1 firvels+{u} ]
v(y) =1
0 sonst
Die Anzahl der Mengen Is + {p} ist A; (= Anzhal der p € C
mit v(y) = ¢). Die Menge I3 entsteht aus I, durch weglassen
eines y € I,. Zu festem I, entstehen also : Mengen vom Typ
I (disjunkt fiir verschiedene y € C'. Folglich ist die Anzahl der
Mengen I3 gleich ¢ - A;.

mit b, =
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Insgesamt also |i4; + A1+ (n — i+ 2)A;,_2 = (” ) fiiri>1

1—1
Grenzfille:

e Ap=1,4, =0 (HC!), also 4,1 =0

e A, =1:y=1...1,yH ' => h, =0
v v=1
n-mal

(pro Zeile in H also gerade Anzahl von einsen.)
A, =1= A,_1 =0. Fr z mit v(y) = n — 1 gilt sicher y ¢ C

e A, =14, 1=0= A4, =0usw. = A, :=0flir k>1

2. Aus der Rekursionsformel folgt die Differentialgleichung fiir A(z):
multipliziere Formel mit 2! yund summiere iiber i von 1 bis n + 2.
Dann folgt die Differenzialgleichung (1 — 2%) - A’(2) + (1 + n2)A(z) =
(14 2)* und ihre Lésung liefert das Ergebnis.

Beispiel

n="7k=4,(7,4)-Hammingcode

A(z) = é(1+z)7—|— g(l—l—z)3 . (1—2)4 =147 4724427

Der Faktor von z gibt die Anzahl der Vektoren, die Potenz das Gewicht an.

Lemma 3.11 Sei C ein (n,k)-Code mit d(C) = 2t + 1, dann gilt fir die
Informationsrate (2.3) R := £: (Hammingschranke)

t
1 n m
Rgl—glogq E (m)(q—l)

Beweis: siche Ubung
Satz 3.12 (Varsamov-Schranke) Seien n, k, d natirliche Zahlen mit k, d <
n d > 2 und Primzahl q. Wenn dZ_:Q (”T;l) (q—1)™ < ¢"F gilt, dann existiert
ein (n, k)-Code iber GF(q) mitm]\??nimalgewicht d.
Beweis:

1.d>2 — k<nr=n—-k>1

2. Konstruiere fiir r > 1 eine (r x n)-Kontrollmatrix H mit jeweils d — 1
linear unabhdngigen Spalten. Dann definiert /1 einen Code mit Min-
destgewicht > d. Bendtigt werden n geeignete Spalten s; € F" — {0}
fiir H.

Sei 51 € F" — {0} beliebig.— “Matrix” H; mit der 1 Spalte s, dann
je d — 1 Spalten linear unabhingig.

Induktion fiir ¢ = 2,...,n:

Sei H;_1 eine r X (i — 1) Matrix, Spalten sy, ..., s;_; mit je d — 1 dieser
Spalten linear unabhéngig.

Gesucht sind s; derart, dass H; mit Spalten $1,...,s,_1,5; und jed—1
Spalten linear unabhéngig.

Betrachte die als §; ungeeigneten y € F/. y € F" ungeeignet, falls y
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eine Linearkombination von d — 2 oder weniger Spalten € {sy...s,_1}
mit Koeflizienten sdmtlich # 0

d=2 .
Sei a die Anzahl der ungeeigneten y, dann gilt ¢ < > (Z:nl) (g—1)™.
m=1

entweder y = 15,71 € I' — {0},5, € {s1,.. .,s_f_l} = q; =
(-1 G-1=(7) (-1

oder i = 15, +725, mit v1,72 € F'—{0},5,,5, € {s1,...,8i_1},5, #
Spalso az = (*71) - (¢ - 1)?

usw. bis m = d — 2 Spalten. Also

Es existiert also eine geeignete Spalt 5; € F¥ — {0}, also H = H,, =
(S1,...,5,), (r x n) Kontrollmatrix fiir einen (n, k)-Code iiber GF(q)
mit Minimalgewicht > d.

Definition 3.13 (quasiperfekt)
C' bindrer (n, k) - Code mit d = 2t.
C' heisst quasiperfekt <— |J K(x,t)=F"
z€eC
Lemma 3.14 Der durch ein Paritdtsbit erweiterte bindre Hammingcode ist
quasiperfekt.

Bewelis

1. C sei bindrer Hammingcode. Erweitert man diesen, so erhéllt man

einen €' = (n+ 1, k) - Code.

e

! ! .

¥ =a1,.., 05,041 €EC = x=ay,...,a, €C mltanH:E a;
=1

Sei H Kontrollmatrix des C — H' = H

2. Annahme: d(C’) =4

a) In H’sind je 3 Spalten linear unabhingig: d(C') =3
= in H gibt es 3 lin. abh. Spalten., aber evtl. lin. unabhidngige. 7777

o -
Fall 1 h,,hy, hy € H linear unabhéngig. paarwelse.

= in H’(hl”)7 (hl“), (hf) linear unabhingig.
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Fall 2 h,, hz“ h EiH lineiar abh:’iingig. — h, + h; = h)
= in H’(hl”) + (hl“) = (hoki) e P (}if) linear unabhingig
hoyhy € H =y hy by +hy #0

=t (D) + (1) # (1)

0
— auch drei H’ - Spalten unter Beteiligung von (0)

1
sind linear unabhingig.

b) in H' existieren 4 linear unabhéngige Spalten:

_ _ _ 0
=0 = () ()4 () = ()
1

3. Annahme: Die Kugeln des (' iiberdecken ganz Fmt!
Sei y/ = b17 .. .7bn7 bn_|_1 € ol

— fiiry :=by,...,b, € " existiert eindeutig ein x = ay,...,a, € C
mit d(z,y) <1

— bilde 2’ € C' mit

entweder 2’ = aq,...,a,0 € C' = d(a',y') = d(z, y)—l—{?: 22112?}

oder 2’ = ay,...,a,1 € ' = d(2',y) (z,y)+ {(1): 221125}
— d(ey) < dlay) £ 122
— fiir jedes y' € F"™! gilt y' € K(2/,2) mit 2’ € C’

= U K(/,2)=F"t!
z'eC!

Lemma 3.15 Sei G Generatormatriz eines Hammingcodes C, mit Zeilen
G1s- -« gk. Dann ist die Matriz G' mit Zeilen gy, ..., g, und g- = g; - p(g;) *

Generatormatriz von C'.
(ohne Beweis)

Beispiel
C sei (7,4) Hammingcode

1 0 0 0 0 1 1
0 1 1 1 1 0 1
o= G = 0 1 0 0 1 0 1
1 0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 1 1 0
1 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1
o= 1 0 1 1 0 1 0 0 & = 0 1 0 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1

'+ (8,4) — Code

Paritiatssumme der Zeile i
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(Ubung = C'* = ¢ und ist selbstdual)

3.3 Reed - Muller - Codes

Bindr, Wortldnge n = 2™;m > 1, konstruiere Generatormatrix G.
Zundchst = = (&;;), m Zeilen 2™ Spalten.

Spalten &;: Bindrdarstellung von 7 = 0,1,...,2”™ — 1 von unten nach oben
m .
gelesen und j = 3 &; -2}
=1
Beispiel
_ 1 8 .
m=3,3=3¢§= 1 &J'zl_l:€1J'20+52J'21+€3J'22

=1-2°+1-2"40-2°=3

0 1 01 0 1 0 1 U1

0 0 1 1 0 0 1 1 Ug

0o 0 0 0 1 1 1 1 U3
7 0 1 2 3 4 5 6 7

Die Zeile v; (1 <4 < m) enthalt abwechselnd 2°~! Nullen und 2'~" Einsen.

Definition 3.16 Sei x = ag,...,0,_1; Y= dg,...,0,_1 € F™;
F=GF(2)={0,1}

Dann z = x 7y := (agbo, a1b1, ..., an_1b,—1) (Komponentenweises Produkt)

Anmerkung «;-b;=1 <— a;=0b;=1
Definition 3.17 Sei I C {1,...,m}, dann ist

vy ::Hvi fir |11 > 1

€]
Vg 1= vp = u
n-mal

Anmerkung
a) es gibt 2™ solcher I, also 2™ (= n) solcher vy
b) fir |[I|=1,1={i}ist vy=1v;
Samtliche vy fiir I C {1,...,m} werden zusammengefasst als Zeichen einer
Matrix =, in (lexikographischer) Reihenfolge:

V0, U1y -+ o3 Umi V125« + o3 Um—1,ms - - -

—> 2" (= n) Zeilen der Linge 2™
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Beispiel
m=3,n= 2°
01 2 3 4 5 6 7

r 1 1 1 1 1 1 1 vo
0 1 01 0 1 0 1 v
0 0 1 1 0 0 1 1 v
0o 0 0 0 1 1 1 1 U3
0 0 0 1 0 0 0 1 v12
0 0 0 0 0 1 0 1 v13
0 0 0 0 0 0 1 1 v23
0 0 0 0 0 0 0 1 V123

(vertausche Zeile 3,4 = obere Dreiecksmatrix)

Satz 3.18 Die Vektoren vy mit I C {1,...,m} bilden eine Basis von F"

Beweis
n—1
1. Sei y € F" beliebig — y = Z bje;. Die vy sind paarweise ver-
schieden?. =
2. Annahme: e; ist darstellbar als e; = ﬁ (v; + (1 + &;5)vo).
=1

Wobei fij =14 ¢&;; das Komplement ist.
Sei =W -Matrix, enstanden aus Z dadurch, dass in allen Zeilen v; der
= mit &; = 0 das v; ersetzt wird durch das Kompliment ¢;.
Beispiel
10101010 3

m=3,E®: 00110011 vz 2. Spalte
11110000 o3

— in 2 nur genau eine Spalte j mit lauter Einsen. Die Spalten von
=0) gind paarweise verschieden.

Beispiel
ea =01 -v2- 03 = (v1 +v0) vz (va+wo)="--=uvi2a+ V12 + V23 + v2
, iy =
U = v; + v ugj) =9 Sii
o ;=0
ej=ITus u’ =vit (L+&ve = €= T[(vi+ (L+&;)vo)

Definition 3.19 Sei0 < s < m. Dann heisst der Teilraum C C F™ mit den
Basisvektoren v; fiir I C{1,...,m} mit |I| < S(< m) Reed-Muller-Code
der Ordnung s. RM(m, s)

Speziell:

l.s=0 G=(1...1) RM(m,0)={0...0,1...1}

%(siche Ubungsblatt 5)
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2.s=m G=E RM(m,m)=F"

3. Erweiterung auf s > m:
IC{l,....m},s>m:|I|<s = |I|<m
fir s > m : RM(m, z) = RM(m, m).

Satz 3.20 C' = RM(m,s) = Ct=RM(m,m-1-5s)

Beweis

Sei s < m. Sei a Basisvektor von C' = RM(m,s) und b Basisvektor von
RM(m, m—1—s).

Annahme: Skalarprodukt a -b = 0:
IQM:{L,?TL}, a=vy, |I| < s, b:UJ7 J C M, |J| <m-1-s
n—1
a-b= 3 (arb);, dh. a-b=0 < v(awb) gerade.
;=0
p:=arb = pist Produkt von v; mit maximal s+ (m —1—s)=m—1
Faktoren, denn

a= [Jvi, b= 1] vi, vimv; = v;
el ed
= p=vg, KCM, |[K|<m-1
Annahme: Fiir K C M gilt y(vg) = 27~ ¥
P=DpPo;P1y---3Pn—1 =V = Huek Vps Yy = U055 Vpn—1

— pi=1 <— vy,;=1firalepec Kk

—> v(p) = Anzahl der j mit p; =1
= Anzahl der j von Z, welche in den Positionen
1 € K eine 1 haben, ansonsten beliebig.

— Es gibt, bei fester Belegung von |K| Positionen einer Spalte,
27~ Kl Spalten mit dieser festen Belegung.

— 7(1)) — 2m—|K|

— Fiir |[K|<m—1listy(p)=2', 1>1
Anmerkung: Fiir |K|=mist v(p)=2"=1

Folgerung

1. RM(m, s) hat als Kontrollmatrix die Generatormatrix RM (m, m — 1 — s)

2. Fiir ein ungerades m ist speziell mT_l =m-1-m2L

2
= RM (m, mT_l) ist selbstdual
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3.4 Fehlerkorrektur bei RM-Codes

Sei @ = ag,...,an,—1 € RM(m,s) = z= >, Aoy A;=0firs<|I| <
Iff<s
I|<s

m nicht triviale “Codierung”

Aber es gibt eine Darstellung der A; mittels der a;. Es sind sogar mehrere
Darstellungen® als verschiedene Summen verschiedender a;.

Beispiel

m=3,s=1
AM=ao+ar=a2+as =as+as =as +ar
A =ao+a=a1 +as =as +as =as +ar

A3=ao+as =ar +as =az +as =as +ar

Satz 3.21 SeiC' = RM(m, s) ein Reed-Muller-Code, sei K C M :={1,...,m}
mit |K| =S, sei A\ der Koeffizient von v = l;cxv; der Darstellung eines

T =ag,01,...,0,_1 € C durch die “Produktbasis”. Dann gibt es 2" ~° von-
ewnander unabhingiger Darstellungen des Ai als Summe von jeweils 2° der
a;, wobei jedes a; genau einmal verwendet wird.

Bewelis

n—1
1. Sel y="bg...b,—1 € F™ beliebig. =y = >_ bje;.
=0
genauer Bezug Die Formel fiir e; (vgl. Beweis von Satz 3.18) liefert dann zunichst
€= >, ,u(I])vI mit Koeffizienten ,u(I]).
ICM

Wie sehen die ,u(Ij) aus?

Jedenfalls gilt ,u(Ij) € {0,1}. Aus der Formel fiir die ¢; folgt ,u(Ij) =
;¢ (14¢&;;), denn der Koeffizient von v; in dieser Formel ist Produkt
von p:= |M| — |I| Faktoren der Form (1+ &;)vo fiir ¢ ¢ 1.

Daher ,u(Ij)vo = Hi¢1<(1 +&;5) - Uo) = (Hi¢1(1 + 52])) " Yo

Also ,u(Ij) =1 <= §;=0firalle¢ ¢ [.

Fir C(I) :={j : &; = 0 fiir alle 7 ¢ I} gilt also: ,u(Ij) =1+« j¢
c(1)

Sgm—s Darstellungen eines A; als summe von 2° der a;
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Beispiel
01 01 0 1 0 1
== o o0 1 1 0 0 1 1
o o0 0o o0 1 1 1 1

Ist etwa I = {1,2}, so C(I) = {0,1,2,3}. Oder I = {1}, dann ist
C(I) = {0,1}. (Spaltenzéhlung beginnt bei 0, Zeilenzéhlung bei 1 )
Also A =)

jec(n b;. Betrachte also jetzt C'(1). Wegen j = Y &;;2i71

(vgl. (*) am Anfang von Kapitel 3.2) tragen fiir j € C'(J) in der Sum- 7?7777

me > 7, &;2°71 hochstens die Potenzen 2:=! mit ¢ € I bei (fiir ¢ ¢ [
ist ja &; = 0 fiir diese j).
Fiir jede Wahl a; € {0,1},i € [ gilt j =3,.; ;27 € C(I)*
Beispiel
I={i1,i2} = C(I)={0,20171 27271 gn=t 4 oi2=1}
Ist speziell I = {1,2}, soist C(I) = {0,2'71 2271 211 4 2271} =
{07 17 273}
Eigenschafften von C'(I):
(a) C(0) = {0}
(b) C(1) = 2V
(c) Seiig ¢ I. Dann C'(TU {io}) = C()U (C(I)+2°7)
N —

fr j=j+2%0~1 jeC(I)

Beispiel ‘
Fiir j € C(IU{io}) st j = jepupuy @270
Ist aiy = 0,50 5= ;o a2t e c(I)

Ist a;, = 1, 50 j = gto—1 4 ier a2t e c()+ gto—1

2. Sei nun & = ag...a,—1 € RM(m,s). In der Darstellung des & durch
die Produktbasis ist Ay =3~ ;cc(pya; = 0 fiir alle I C M mit |1] > s.
Fiir I C M mit [I] > sist = KUJ mit |[K|=sund KNJ =0,J C
M\K =: K
Eigenschaft (1c) mehrmals angewendet liefert: C'(I) = C(K)U(C(K)+
Yies27Y)

Fiir [I] > s ist dann

= A= > a; (3.1)
ie(CE)+  jep ai2i=t)
(betrachte K fest und beliebige Obermengen [)

(3.1) gilt also fiir beliebige a; € {0,1}.
(3.1) gilt (K war beliebig) fiir alle K C M mit |K| = s.

*Beweis selbststandig
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3. Ist |K| = s, s0 |[K| = m — s. Also gibt es genau 2™~* verschiedene
Wertebelegungen der «;.
Weiterhin: die Mengen der Form C'(K)+3", ¢ ;27" sind disjunkt fiir
verschieden Wertegbelegungen der «; und sie haben jeweils |C'(K)| =
2° Elemente.

Beispiel
m =3 Sei s =2 und etwa K = {1,2}, also C(K) ={0,1,2,3}, K = {3}

— )\I\" = a; = ay

1€ j€ C(I)42°71
(a3=0) (as=1)

= M2 =ao+ai +az+as =as +as+as +ar
Sei s =1 und etwa K = {3}, also C(K) = {0,4}
K={1,2} = j€{0,4}4+ a1 2"  +as 27" ={0,4} + (a1 + 202)

€{0,1,2,3}
= Xz =do+as=a1+as =a2+as =as+ar

T=dg...0p_1 = Z|I|<S Aror. Fiir 0 < ¢ < s: 20 = > Apvr
- [7]<t

r =20 20 =Xwy 2 € RM(m,1t)

Satz 3.22 Fir A\; und |I| = s existieren 2~% Darstellung als Summe ge-
wisser a;.

Beweis:

y=1bg...b,—1 = x4 e mit Fehlervektor e. Also liefern manche b;-Summen
nicht A7. Falls y(e) < 2m7*~1 — 1 ist, liefern mehr als die Hilfte der Summe
der b; das Korrekte Aj. Folglich ist A7, |[/| = s der Wert, welcher bei maximal
2m=s=1 _ 1 Fehlern am h#ufigsten als Summe der b; auftritt. Also sind alle
Ap fiir |I| = s korrekt bestimmbar.

Definition 3.23 y®) ;=20 e =24 e =y und y©o= D =y — 3 A\p/®
|I|=s

— y(s_l) — w(s_l) +e x(s) — w(s_l) + Z|I|:s AIUI
— y(s) =20 L e=20"1 et Z|I|:s Ay mit 2571 ¢ RM(m,s — 1)
= fiir A; mit |/| = s — 1 existieren 2™~5*! Darstellungen.

= bei Zb;s_l) sind weniger als 1/4 verdndert, der Mehrheitsentscheid
liefert also Ay mit |I| = s — 1.

Setzt man dies fort, so erhilt man alle Ay mit |I| > 1 bis y(©@ = 20 4
e = Agvg + e. Dies fiihrt zu einer Stérung in maximal 2775~1 < 2m=1 _ 1
Komponenten, also ist Ag bestimmt.
Beispiel
11111111

RM(3,1) ~(e)<2°7'7'—1=1 G = §Lo1giol
00001111

5Die A; sind die korrekten Werte.
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[I=5=1 I={1},T={2},T={3} C(I)=C(i)=a;2""

29

I 1 2 3
¢ {0, 1} {0,2} {0, 4}
a2 ! 0,2,4,6 | 0,1,4,5 0,1,2,3
€1
Sei y =y = 11011100, dann:
I Mehrhett
{1} bo+bi =0 | by+bs =1 0 | 0 0 A =0
{2} 1 0 1 1 1 =1
{3} 0 0 0 1 0 X =0
yM 4+ vy = 11011100 + 00110011 = 11101111 = y» = Ao =1

= v =vo+v2 e=00010000 = y = 11001100
Lemma 3.24 Der RM(m, s) hat ein Mindestgewicht von 2™™*

Beweis: siche Ubung.
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Kapitel 4

Produkt- und Summencodes

4.1 Produktcodes

Das “Produkt” zweiser Linearcodes (', Cy wird wie folgt definiert:

Definition 4.1 Sei Cy ein (n1,k1)-Code und Cy ein (ng, k2)-Code. Sei A
eine ny X ng Matrix derart, dass jede Zeile A; von A ein Vektor aus Cy und
jede Spalte f[j von A ein Vektore aus Cy ist. Dann heisst die Menge C' aller
dieser Matrizen Produktcode: C = C7 @ (4

Existenz eines solchen A’s:

Definition 4.2 (Kroneckerprodukt) Seien a = ay...a,,,0 = by ...b,,,
dann heisst

arby - a1bn2
a®@b:= : : Kroneckerprodukt von a und b

ap, by oo an, by,
Anmerkung: Die Zeilen sind ein Vielfaches von b, die Spalten ein Vielfaches
von «a
Lemma 4.3 1. Fira e C,b e Cyist A:= a®b eine Matriz aus C1RC5.
2. Es gilt v(A) = v(a) - v(b).
Beweis:
1. trivil

2. siehe Ubung Blatt 6

Satz 4.4 Sei C' := Cy @ Cy mit dy = d(C1),dy = d(Cy), dann gilt d(C) =
d(C) - d(Cy)

Beweis:
Sei A € C, A #= 0 (Nullmatrix), dann existiert eine Zeile A; = a;1 ... a;n,

31
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von A mit A; #=0. A; € Cy also v(A;) = u > dy. Sei a;; # 0 fiir j € J C
{1,...,m || = u. A; € Cy = v(4Aj) > di = v(A) > dyu > dydy mit
u 2 dg.

Es existiert ein a € C1,b € C so, dass y(a) = dq,v(b) = dy = v(a @ b) =
'y(a)'y(b) = d1d2 — d(C) = d1d2

Beispiel
0111

C) = C; = {0000,0111,1001, 1110}a = 1001, b = 0111 a®b= 0% :~(a®
0111

b)=10

1001
B = g%ﬂ € (1 ® Uy aber kein Kroneckerprodukt.
1111
Satz 4.5 (Basis eines Produktcodes) Sei C' = Cy ® Cy mit g1, ..., g,
Basisvektoren von Cy und hy, . .., hy, Basisvektoren von Cy. Dann ist C' ein

(n1-ng, ky-k2)-Code mit Basimatritze g;@h; fir (i=1,...,k;j=1,...,k2).

Beweis:

Behauptung: Die k; - k; Matrizen ¢g; @ h; sind linear unabhdngig:
Annahme: Sie sind linear abhingig.

Dann existiert fiir p Stiick verschiedene Matrizen g;, @ hj,, ..., g;, @ h;, (mit
¢i, bzw. h;, sind Basisvektoren von €y bzw. () eine Linearkombination®

D =Mgi, @hj +---+ Apgi, @y, =0

mit A, # 0 fiir v € {1,...,p}.
Sei ¢, = Gi,1---9i,n,, dann hat die Matrix g;, @ h;, Zeilen der Form
Giy,i - hg,. Also hat D Zeilen der Form:

D, = /\192'172' 'hjl 4+ -4+ /\pgipﬂ' . h]‘p mit D; € Cy
N——
Skalar
Aufgrund der Annahme D = 0 folgt, dass D; = 0 (Zeile), also ist es wegen
der Basisvektoren h;, € C notwendig, dass A1g;, ; = -+ = Apg;,; = 0 ist.
Nach Vorraussetzung gilt aber A, # 0 fiir alle v, also ¢;, ; = -+ = Gipi =0
fiir alle ¢ € {1,...,n1}. Hieraus ergibt sich aber g;; = ---=g;, = 0 (Vektor)

im Widerspruch zu g Basisvektoren. Dann aber D = 0 nur fiir A, = 0 fiir
alle v, dies heisst aber, dass die g;®@h; (ky- kg Stiick) linear unabhéngig. Also
sind sie Basis eines (ny - ng, k1 - k2)-Codes im Widerspruch zur Annahme.

Zeige noch, dass A € C =C; @ Cy

A ist linear Kombination von gewissen g; @ h;. A € C, also ist die Zei-

k
le A; € Cy und A; = 3° Aihy mit hy = hyy .. .hyn,. Fir die Spalte

v=1

_ ay, _ k _ _ Moy
A= (7)) silt also [ 4; = i)lhw-/\y mit /\l,:( B )

71,7 Anl,u

Es entsteht also ein inhomogenes Gleichungssystem mit ny Gleichungen
(7 = 1,...,n2) und ko Unbekannten (Aqy,...,Ag,). Die Koeffizienten h,;

A
sind inhomogene Spalten (Ail ) . gy > ko, also ist das Gleichungssystem
n2

1 - .
eine n1 X n2-Matrix
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tiberbestimmt, es ist also entweder eindeutig l6sbar oder unlésbar.
ko
Annahme: Es ist unldsbar, es existiert also kein A;, mit a;; = Y~ Aj hy;. Es
_ v=1
sind also entweder A; ¢ Cy oder A; € Cy im Widerspruch zur Annahme,
das Gleichungssystem ist also eindeutig 16sbar.

Jedes A, ist also eindeutig als Linearkombination von A; darstellbar. A; €
Chalso A, € Cy bzw. A\, € (' fiirallev =1,..., k.

k
A= (aij) mit a;; = 22: /\i,uhu,j-

v=1

ko
A= ; AW mit A®) = (A, - hyy) und @l = Xi, -y Also ist A =
k
Ay ® By, und somit A= 32 (A, @ hy).
v=1
S S5 $2 0
Ay €Cralso A, = ) by g,. Also insgesamt: A= > > b, (g, @h,) N
pn=1 pu=1v=1

Aus einer Linearisierung von ¢; @ h; (z.B. Zeilenweise) ergibt sich eine Zei-
lenldnge von ny - ny und eine (k1k2 X ninz) Basismatrix.

Beispiel
1001 0000 0000 1001 g1 ®q
0111 0010 0000 0111 ®
— — 1001 ¢ — _ g1 W g2
Gi=G2= o, 4 d0)=2 GoG= 0000 1001 1001 1001 @2 Q@ ¢

0000 0111 0111 0111 g2® g2

1000 : 0100 0000 1001

. . 0100 : 1100 0000 O111
Permutiert zu Reduzierter Staffelform: 0010 : 0001 1001 1001
0001 : 0011 0111 O111

Man erhélt also einen (16, 4)-Code mit C' = {0000, 1001, 0111, 1110}

4.1.1 Fehlerkorrektur
d(C @ C') = 4 korrigiert einen Fehler: A € C'® C' sei gestért in a;;, dann ist
die Zeile A; und Spalte A; fehlerhaft, also Position ij.

Beispiel
0

B =

==l =l
=l i
==l =l

0
0
0

Anmerkung
1. Anzustreben sind C'® ¢ mit kleinem n fiir gegebenes d(C').

2. Fehlerbiindel sind korrigierbar bis zu einer Linge von einer Zeile (da
dann pro Spalte nur 1 Fehler auftritt).
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4.2 Summencodes

Definition 4.6 C,Cy seien (n, k1)- bzw. (n, kg)-Codes.
Dann heisst C1&C5 :={ X1 & (X1 + X3)|z1 € C1,22 € C2} Summe von Cy
und Cy.2

Beispiel

¢ = {0000, 0111, 1001, 1110} also ein (8, 4)-Code mit d(C&C) = 2.

0000 0000 0111 0111 1001 1001 1110 1110

0111 0000 1110 1001
1001 1110 000 0111
1110 1001 0111 0000

Satz 4.7 Sei Cy ein (n, k1)- und Cy ein (n, k2)-Code. Dann ist C1&Cy ein
(2n, k1 + kq)-Code mit d = min(2d,,dy) und einer (mdglichen) Generator-

malrix (% G2 )

Lemma 4.8 Sei G(m, s) die Generatormatriz des Codes RM(m, s). Dann
G(mo—l,s)I G(m—1,s) )

kann man G (m, s) durch Zeilenumordnung in die Form G(m, s) = (

G(m—1,5—1)
Beispiel
11 1 1 11 1 1 vo
010 1|0 1] 01 w G@B2-= G%?) gg?;
0 0 1 1 0 0 1 1 va Gt o 1’ )
G(3,2)= 0 0 0 1 0 0 0 1 v G(2,2) = (0’ ) GEM;
0 0 0 O 1 1 1 1 va '
0000 ] 01|01 ws opy=-"2%9 228’8; = u
00 00 0 0 1 1 v2s '
7777 Beachte, dass m < s, sonst verkleinere s.

Satz 4.9 Rekursionsformeln fir Reed-Muller-Code:

RM(m,s) = RM(m — 1, s)& RM(m — 1,s — 1)

2@ ist eine Konkatenation
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Zyklische Codes

Definition 5.1 Sei C' C F™ ein (n,k)-Linearcode. C' heisst genau dann
zyklisch, wenn fir ¢ = agay ...ap_1 € C auch ¥’ = a,_1ag...a,_9 € C gilt.

5.1 Mathematische Grundlagen

apay ... ay_1 +— ag+a; X + -+ a,_1 X" ! = a(X) (Zuordnung).
Die Addition der Codewérter entspricht der Addition der Polynome (Grup-
penhomomorphismus).

Verschiebung: z-a(X) = ag X +a; X+ - +a, 22" +a, 1 X" é(an_l, A0y A1y« -y Gpz)
Bilde Xa(X) mod (2™ — 1):
X-a(X)=aoX + 4 aoX" "+ a, 1 X"+ a,_9 — ay_1
= oy (X" = 1) + (ap—1 + aoX + -+ a,_2 X" 1)

=X-a(X) mod (X"-1)

Betrachte die Menge der Divisionsreste aller Polynome (beliebigen Grades)
mod (X" —1).

r(X)=ao+ a1 X +---+a,_1 X" ! die Addition erfolgt also Komponen-
tenweise, die Multiplikation wie iiblich bei Polynomen, aber es gilt stets:
™= 1.

Beispiel
g=2,n=2X"+1 = {0,1,X,1+X} X-(14+4X)=X+X? = X+1

5.1.1 zyklische Verschiebung

a(X) € C,also Xa(z), X% (X),---€ C.b(X),C(X)e O = b(X)+c(X) €
C. Mit a(X) € C auch r(X) -a(X) € C.

Die Polynommenge C' aus den Polynomen mod X" — 1 ist in C', beziiglich
der Addition und der Multiplikation mit beliebigem Polynom ( mod z™—1),
abgeschlossen.

35
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C' ist Ideal in der Menge der Polynome mod (2" — 1). Betrachte nur die
“Hauptideale”. Sei R die Menge der Polynome mod (X™ — 1). Dann ist
R - g(X) ein Ideal, wobei g(X) ein “Basispolynom”, mit g(X) Teiler! von
X™—1,ist. Es gilt also X" — 1= g¢(X) - h(X).

Betrachte ab jetzt nur noch Polynome mod X™ — 1.

Wie bestimmt man die Teiler von X™ — 17

Definition 5.2 (irreduziebel) Fin Polynom ist irreduziebel, wenn es nicht
als Produkt anderer Polynome aus R darstellbar ist.

Beispiel
g=2,n=4,X"-1=X*+1= (2 +1)* Die Basispolynome sind also
LX*4+ 1,14+ X,(14+X)%, 14+X)°
1+4X2  14+4X+X2+X3
Bei einem zyklischen Code z.B. R(14+ X);r(X) =bo + b1 X + by X2 + b X3
(1 + X) : T(X) = (bs + bo) + (bo +bl)X + (bl + b2)X2 + (b2 +53)X3
— Codewérter b0b1b2b3 = (b3 —|— bo,bo —|— bl,bl —|— b2,b2 —|— b3) =
0000 und 1111 gehen immer in sich selbst tber
1010 geht in 0101 dber
g(X) = X% 4+ X + 1 ist kein Teiler von X* + 1.
Also Rg(X) = R 1100 — 0110

1001 +——— 0011

Beispiel

n=7X +1=(X+1) - (X*+ X2+ 1) (X"+X+1)
f1 f2 fa

Nicht triviale Basipolynome: fi1, fa2, fs, fifz, f1fs, f2f5

Es gibt X" +1 = (X4a1)-(X+az)- - (X +a,) die a; n-te Einheitswurzeln.

Sei @, = 1, was sind aber die a1, @9, ..., 017

Beispiel
Analogie: Komplexe Zahlen: Was sind die Nullstellen von 22 +1 (im Reellen)?

Definition 5.3 (Erweiterungskorper) (Erweitern des “Grundkérpers” GF(2))
Sei p(X) ein beliebiges irreduziebles Polynom aus der Menge P aller Polyno-

me. Dann bildet die Menge der Reste P und p(X) einen (Erwetterungs-)
Korper GF(2™), falls p(X) vom Grad m ist.

GF(2™) ist eine Menge von Polynomen der Form ag+ay; X +- - ++a,,_; X™*
(fiir alle Wertebelegungen ag, ..., an—1). GF(2) C GF(2™)
0: ag=---=a,_1 =0 l:a9=1 a1=--=a,_1=0

Es gilt: In GF(2) existiert ein “primitives Element” « derart, dass GF(2™) =
{0,0,02,...,¢*" 7'}, Zum Rechnen in GF(2%) siehe Blatt.
~——
=1

Beispiel

p(X) = X*H X +1 geeignet « = X GF(2*) = {0;, 0%, ..., a'5}; X* 5 X +1

a®+a =14+ X414+ X+ X =1=0a'"

AT+ af =14+ X+ X241+ X2 =0a!

'notwendig
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Sei X" +1 zerlegt in ein Produkt irreduzibeler Funktionen. Sei m der Hochst-
grad eines dieser Faktoren. Dann sind alle n-ten Einheitswurzeln o; Elemen-

te des GF(2™). Es entsteht also ein Zerfallungskoérper fiir X™ 4 1.
Beispiel
n=>5 X6—|—1:(X—|—1)2~(X2—|—X—|—1)2 = m=2 = a1,...,q €
GF(2?)

GF(22): p(X) = X? 4+ X 41 geeignet
Z.B.oz:X;oz2—|—oz—|—1:0mit alsa+1

GF(22):{0; 1,a,1+a} Z.B.:oz~(1—|—oz):oz—|—oz2b—>oz—|—1—|—oz:1
XPH1=(X+1)(X*+X+1)

X 1=(X+ D)X+ X+ X2+ X +1)
XP+1l=(X+ DX+ X+ DX+ X2+ 1)

Es gilt also, dass eine primitive n-te Einheitswurzel { existiert. Die n-ten
Einheitswurzeln sind: ¢,(?,..., "1
=1

Beispiel
n = 6, geeignet ist dann z.B.: { = o € GF(2?) (oder auch o?).
C=a P=14a =1 ¢C=a C=14a (¢=1

Beispiel

n = 5, dann ist die 5-te Einheitswurzel ein Element von GF(2*). (Allein)
geeignet ist ¢ = o

C=1 C=a’4+a’=a® P=a4a’=a® (*=1+a+a®+a’®=a’?

Fiir jedes Polynom f(X) [iiber GF(2)] gilt: ist v eine Wurzel (=f(y) = 0)
von f(X), dann ist auch v? eine Wurzel von f(X).

Beweisanzatz: f(y) = 0= f(v)- f(y) = 0 Ausmultiplizieren und Beriick-
sichtigung, dass b; - b; = b; und b;b; + b;b; = 0 ergibt: f(y%) = 0.

= () =f(") = f(y""=--=0

= f(X) = (X +79)- (X +97) - (X497 ..

= X"+1=(X4ay)----- (X 4+ ay)
= (KO (X ) (X C) e (X 07
(X+O)-(X+) - (X+¢Y-... 1. irreduziebler Faktor
(X+)-(X+¢) - (X +¢' ... 2. irreduziebler Faktor

(X +C) - (X +¢19 ..

beachte: { = 1.

Beispiel

n =15, = 1 also Faktoren:
HX)=X+1
F(X) = (X + X + )X + X+
fo(X) = (X + )X + )X+ )X+ )
f1(X) = (X + )X + )
F5(X) = (X + )X+ DX+ )X+

777
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Grad 2 hat f4(X) =X’+X+1

Grad 4 haben fo(X) = X* 4+ X 41, f5(X) = X* + X° + 1, fo(X) = X* +
X2+ X+ X +1

Also XU = (X + (X2 4+ X+ DX+ X+ D)X+ X+ 1) (X 4+ X2+
X244 X +1)

Bestimmung der irreduzieblen Faktoren von X" + 1:
Bilde Verdoppellungszyklen? fiir ¢ = 1,2,...:(¢,2¢,44,84,...) mod n bis
wieder ¢ entsteht. Erfasse jeden Faktor einmal.

Beispiel
n=15 (1,3,4,8)(3,6,12,9)(5,10)(7,14,13,11)(0)

Bei geradem n sei r die hchste Zweierpotenz durch welche n teilbar ist.
Setze t := 2 und bilde die Zyklen fiir die Zahlen i = 1,...,¢ — 1( mod ?),
wobei jeder Faktor r-fach auftritt.

Beispiel

n = 12,r = 4,¢t = 3, bilde also die Zyklen fiir 1,2( mod 3). Also Zyklus

(1,2), also Polynom (X? 4 X +1) neben (X +1). Jedes Polynom r = 4-fach,
also X 41 =(X+1D)*(X*+ X +1)*

5.1.2 weitere Begriffe
Exponent eines irreduzieblen Polynoms

Das selbe irreduzieble f(X) tritt im Allgemeinen fiir verschiedene n mehr-
mals in der Zerlegung von X™ + 1 auf. Der Exponent e (eines) der f(X)
ist das kleinste dieser n. Alle anderen sind vielfache dieses e. Sei [, fiir f(X)
der ggT, dann gilt e = 7. (Fiir Zahlen des Zyklus fiir f(X)).

Beispiel

X% 4+ X 41 tritt z.B. bei X3—|—1,X6—|—1,X9—|—1 ... auf, also e=3.
f(X) Zyklus .
X'+ X+1 1,2,4,8 1|15

n=1 X' +X°+X°+X+1] 3,6,12,9 [ 3| 5
X?+X+1 5,10 5] 3
X'+ X% 41 7,14,13,11 [ 1 | 15

Ordnung

Die Ordnung ord(3) einer n-ten Einheitswurzel 5 ist das kleinste ¢ mit
4% = 1. Es gilt immer 3" = 1 und a|n

Beispiel

n=68=acGF(2%),0ord(8) =3, X°+1=(X+1)*(X*+ X +1)
GF(2*)=0,1,0,1+a mit o®> = +1

n=1528=a® € GF2*),ord(8) =5

?Da Charakteristik von ¢ = 2
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Minimalpolynom

Fiir ein g € GF(2™) ist mg(X) das Polynom kleinsten Grades mit Wurzel
B. Weiterhin gilt, dass mg(X) fiir § irreduziebel iiber dem Grundkérper und
eindeutig bestimmt ist.
mg(X) kann folgendermaBen bestimmt werden. Sei § € GF(2™), dann ist
B = ' mit o primitiv in GF(2™). ms(X) ist dann das irrdeuzible Polynom
zu dem Zyklus, in dem ¢ liegt. [Notation auch m;(X) statt mg(X)].

Beispiel

GF(24),ﬁ = a®, dann mp(X)[=ms(X)] = X2+ X +1.

Sei 8 = &, dann mp(X)[=ms(X)] = X'+ X2+ X2+ X +1

Dei anderen Wurzeln des mg(X) heissen die zu § konjugierten Wurzeln. Sie
liegen alle in GF(2”) und haben alle dieselbe Ordnung wie 3.

Beispiel
a” ist konjugiert zu a'® (ord = 3). Weiterhin sind zu a? konjugiert: af,a® o
von ord =5

12

Wenn 3 € GF(2™), mg(X) minimal Polynom fiir 3, dann ist der Exponent

e dieser mg(X) die ord(f) des 3 in GF(2™).
Beispiel
B =a" € GF(2*),0ord(8) = 3, ms(X) = X*+ X 41, dann ist e des ms(X) =
3.

5.2 Allgemeine zyklische Codes

Sind spezielle Linearcodes einer Generatormatrix.

Lemma 5.4 Sei C = R . g(X) ein zyklischer Code und g(X) = go +
nX+---4+gX mitr<m. O.B.dA. g.#0,9. =1,k =n—r. Dann ist
C={t(X) gX)t(X)—to+t:1 X + -+ tp_1 XF71}

Anmerkung to,ty,...,1;_1 sind die k Informationssymbole.

Beweis: s.Blatt.
Beispiel
g=2n=4,9X)=1+X,r=1,k=3,t(X)=to + 1 X + t2 X7,
dann t(X)g(X) = t0-|—(t0-|—t1)X-|—(t1 —|—t2)X2-|—t2X3 = do -|—Cl1X-|—Cl2X2-|—

as X3
to tl t2 ag a1 ao a3
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 1
0 1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0 0
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 0 0 1

Satz 5.5 Sei C = RWg(X) ein zyklischer Code iber GF(q) mit g(X) =
go+ g X+ -+ 9. X" mit r <n und g, #0. Dann gilt:

777
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1. C ist (n, k)-Linearcode, k = n — r mit

g0 91 --- Gr o ... ... 0
0 g9 - g-1 9 0 ... 0
G:k . . . . . . . .
0 0 9o gr

2. Sei X" —1=g(X)-h(X) mit h(X) = ho+h X+ -+hp X*, die Kon-

o ... ... 0 hr, ... hi hg
0o ... 0 hy hip—y ... hg O
trollmatriz fir C' ist also: G = » . . . . . . . .
hy hg1 ... ho ... ... ... 0

Bewelis

1. Die Zeilen von G sind Polynome X*-g(X) fiiri = 0,1,...,k— 1. Zeige,
dass diese X’g(X) Basis von C sind:

(a) Sei f(X)=Xog(X)+MXg(X)+ -4+ A, XHg(X) mit A, #0
e f(X) = Aogo—|—"'—|—AMngp’+r
— f(X)# 0 wegen A,g, ZO0nur fir \g=XAy =---=X,=0
Die X'g(X) sind also linear unabhingig.

(b) Nach Lemma 5.4 ist C'= {t(X)-g(X)[t(X) =to+H X + -+
N —
a(X)
teo1 XF1 Also a(X) = tog(X) + 0. X g(X) +- -+t X 1g(2),
folglich ist C'ein (n, k)-Untervektorraum mit Generatormatrix G'.
Jedes Polynom aus C' ist also eine Linearkombination der X7 -

9(X).

2. Sei g; eine Zeile von G und ﬁj ein Zeile von H. Zeige, dass fiir alle ¢, 5
das Skalarprodukt gi/}j = 0 ist und die Zeilen in H linear unabhéngig

sind.
ho ... hy 0 ... ... 0
. 0 hog ... hgy 0 ... 0
(a) statt H betrachte die Matrix H = | . . . . . . .
0 ... ... 0 hg ... hg

H ist Generatormatrix eines (n, r)-Unterraumes C mit Basis h(X), Xh(X),..., X"~
Die Zeilen von H sind also linear unabhingig also auch die Zeilen
777 von H.

(b) Sei g;=ag...a,-1 und ﬁj =bg...b,_;. Was ist dann aber f]iizj?
(Um den Zusammenhang mit dem Polynomprodukt herzustel-
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len). Sei c:=cgey...cpm1 = bp1by_a. . b

a(X) = ao+ a1 X + - -+a,_1 X"t
c(X) = cot e X+ -+, XF
=bp1 + by o X 4+ b X"}

Bilde a(X) - ¢(X) und betrachte die Koeffizienten bei X* (Aber
welcher Wert fiir s 7?77). Rechne mod X" —1, dann X"+ = X*

also:
s n+s
Yo = g a,cs—, + g QyCrys—y, Wegen a, =¢, =0flirv >n—1
v=0 v=0
bei X¢ bei Xn+s

ist in 2. die Summe der v < n—1 (wegen a,) und n+s—v < n—1

also v > s+ 1 (wegen ¢,).

Also >’ _, al,cs_l,—l—ZZ;sl_l_l Ay Cpts—y- Mit €5 = €5C5_1 ... COCL_1Cp_9 ... Cor1
ist v = §; - ¢, Skalarprodukt.

Speziell flir s =n—11st ¢,41 =€Cpo1...co=bg... b1 = Aj also
Yot = §ih;. Wegen a(X) = X'ig(X) und ¢(X) = XIh(X) (mit
irgendwelchen i, j) folgt, dass a(X)-c(X) = Xt g(X)-h(X) =0,
da mod X" — 1 gerechnet wird.

Folglich ist vs = 0, also v,_1 = §; - ﬁj =0

D.h. H ist Generatormatrix des zu C dualen Codes C'+ bzw. H ist
Kontrollmatrix fiir C.
Sprechweise: h(X) ist Kontrollpolynom fiir C'= R g(X)

Beispiel
n=7q¢=29X)=1+X>+X* h(X)=(14+X+X) =14+ X+ X° 4+ X*
(" +1=(14+X)1+ X+ XH(1+ X+ X))

e 0011101

G = H = 0111010
0010110 1110100
0001011

Satz 5.6 Jeder zyklischer Code C' hat eine Generatormatriz der Form G =
(R|I]{) .

Beweis Man bilde fiir i = r,r+1,...,n — 1 (k Stiick) X' = g(X)-¢/(X)+
ri(X) mit Grad (r;) < r (bel grad(g) = r). Dann gilt fiir die k& Polynome
v;(X) == X' —r;(X), dass v;(X) € C. Die v;(X) sind linear unabhingig (we-
gen der verschiedenen X?), also geeignete Basisvektoren von C' = R ¢(X).
Die Matrix (¢ mit Zeilen gemd den Polynomen v;(X) hat die Form (R|I}).

Beispiel
n=7¢=29X)=X"+X?41alsor=3k=4.
X? = g(X) +1 +X2
X* = 1+X) g(X) +1 +X +X°
X =  (1+X4+Xg(X) +1 +X
X0 = (X 4+ X%+ X%g(X) +X  4+X?
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Beispielrechnung fiir X*:
Xg(X) = X"+ X+ X = X' = Xg(X) + X° + X = Xg(X) +9(X) +1+

X2+ X
}?}é‘fgg 100/1110
— = H = 0100111
1100010 001l 101
0110001

5.2.1 Definition eines zyklischen Codes mit Hilfe von Wur-
zeln

Idee: a(X) € C' genau dann, wenn a(X) n gewisse (aber willkiirlich vorge-
gebene) Elemente eines GF(¢™) als Wurzel hat. Dabei ist hinreichend, dass
g(X) diese Wurzeln besitzt. (Da a(X9=1t(X)-¢(X))

Satz 5.7 Seien (10;...0s € GF(¢™) beliebig, dann ist C' = {a(X) €
3?(”)|a(ﬁj) =0,Yj} fir geeignetes n ein zyklischer Code.
C =RWg(X) mit g(X) [[m;(X) und m;(X) das Minimalpolynom von 3

J

jedes nur 1-mal benutzt. C' ist (n,k)-Code firn = v -ng mit v =1,2,...
und ng = KgV{e;}, wobei e; Lrponent von m;(X) ist und k = n —r mit
r =grad (g) gilt.

Bewelis

L. Gegeben ist 31,..., 8, € GF(¢™); 3; € GF(¢™) = m;(X) ist eindeutig
bestimmt. Sei M := {m; (X),...,m;, (X)} die kleinste Menge von
Minimalpolynomen derart, dass jedes 3; “abgedeckt” wird. Folglich

P
gilt fiir g(X) = [] my, (X), dass ¢(5;) = 0 ist fiir alle j.

v=1

2. Sei " = R(Mg(X) wobei n noch nicht bestimmt ist. Dann gilt
a(X) € C™ genau dann, wenn a(f;) = 0Vj.

“=” q(X) e " = a(X)=r(X)g(X)mit r(X) € R(X) also
a(B;) =r(B1)g(B1) =0
“e=” a(p;) = 0Vj, also auch a(f) = 0 fiir alle zu den f; konju-

gierten Elementen 3 des GF(¢™). a(X) hat als Faktoren (Ko-
effizienten aus GF(¢)) nur Minimalpolynome, denn (X — ) -

(X — fBg) - -+ (X — B5) hat im allgemeinen nicht nur Koeffi-
zienten aus GF(¢). Fiir «(X) mit Koeflizienten aus GF(q) also
a(X) = (X + ﬁl) """ (X - ﬁs) : (X — ﬁ5+1) -... gelten.

Folglich® enthilt a(X') das Produkt von Minimalpolynomen m;(X).
Also ist a(X) teilbar durch jedes m;(X) und somit auch teilbar
durch g(X). Also ist a(X) = r(X)g(X) woraus a(X) € C'") folgt.

3. C™ soll zyklischer (n, k)-Code sein
— C ist Ideal in R g(X)| X" -1

®Dies kann auch gleich aus der Definition abgeleitet werden (ohne obige Uberlegungen)
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< m;(X)| X" —1 fiir alle j
<= ¢;|n fiir alle Exponenten e; der m;(X)

<= n ist ein Vielfaches des ng = KgV{e;}

Verfahren (Sei ¢ = 2, giiltig aber fiir alle Primzahlen)

1. Starte bei gewissen 3; € GF(27)

2. Bestimme die m;(X) zu diesen [3;, wobei g(X) das Produkt dieser
m;(X) ist. Also r =grad(g(X))

3. Bestimme die e; dieser m;(X) (als ord(§;) in GF(2™)), dann ist ng =
KgV(e;), meist sogar n = ng, also k=n —r

Beispiel
GF(2%) erzeugt iiber X° + X? + 1, primitiv o = X, also
GF(2°):0,a,0®, 1+ a1+ a+ o 14+ a,a+ % 1.
Wihle z.B. 8 = ozs,mg(X) =X+ X +1, dann mas(X) = (X —|—oz3)(X—|—
oz6)(X + oz5) mit es = ord(ozs) =7.
Verlangte Wurzeln z.B. 1,0, 0® € GF(2%). Dann gibt es 2 Minimalpo-
lynome: X + 1 fiir 1 und ms(X) = X%+ X +1 fir o® und o®. Also
9(X) :(X+1)(X3+X+1) =X*+ X>+X?+1 und somit r =4
1011100
(no=)n=KgV{1,7} =7,k=3 = G= 0101110
0010111

Beispiel

GF(2'1), « primitiv, 8 = &®9, 2'1 — 1 = 2047 = 89 - 23, ord(3) = 23
Verlangt z.B. 3,3%, 8%, 8* aus (1,2,4,8,16,9,18,23,3,6,12). Dann ist das Mi-
nimalpolynom * g(X) = XU X" XT 4 x84 X5+ X4+ 1und r = 11.
Also ord(f8) = 23 = n und £ = 12. Man erhilt also einen (23,12)- Code
(Golay-Code)

Im speziellen ist nur eine Wurzel verlangt, und zwar a € GF(2") mit n =
27— 1.

Satz 5.8 Sei o € GF(2") primitiv, ¢(X) := my(X) das Minimalpolynom
von a und n = 2" — 1. Dann ist C' := Rn) - g(X) dquivalent zum (n,n —r)-
Hammingcode.

Beweis

BEGF?2), =00 =310 ;0. Sei H := (e;) ein (r x n)-Matrix und
C =R - g(X) mit g(X) = my(X) vom grad(g(X)) = r.

Dann ist g(X)=ao+ a1 X ++-+a, 1 X" ! € C < a(a) = 0.

n—1 . n—1r—1 . r—1 n-—1 .
0=ala)= Y aqjad = Y Y gjat =Y (3 ajej) - o
7=0 7=0 =0 1=0 j=0
n—1
Also 3" aje;; = 0 fiir alle 7 und somit a- H' = 0, also H Kontrollmatrix fiir
7=0

*Das 2. moégliche irreduzieble Polynom wire g(X) = XU X0 x4 X540 X441 X% 41
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C'. Die H-Spalten (ohne 0-Spalten) sind eine Bindrdarstellung fiir 1,...,2"—
1 in einer Permutation. C'ist also dquivalent zum (n,n — r)-Hammingcode.

Anwendungen des Satzes 5.8

Codierung bei Hammingcodes Sei C' = R(") . m;(X) = RP¥g(X) und
Q(X) = (to +H X+ —|—tk_1Xk_1)m1(X)7 wobei to b1y .y tp—1 die k

Informationsbits sind. ag,...,a,_1 € C ist erzeugbar durch Addition
von geshifteten Versionen des Vektors g, ..., {5_1.
Beispiel

Wiéhle einen (15,11) Hammingcode mit mi(X) = 1 + X + X*, also
r =4 und k£ = 11. Dann:

a to tl t2 t3 t4 t5 te t7 tg t9 tl 0 0 0 0 0 1

+ 0 to t1 b2 t3 ta &5 te tr ts ts tio O 0O 0| X
+ 0 0 0 0 g t1 to ts ta ts te bty ts teo tio | X?

Berechnen der ¢; aus den a:

to = ao th =a1 + to ta =azx+ 10
ts = as + t2 ty = as +t3 +to

Kettencode Sei n = 2™ gesucht und das Bindrwort b = boby ...b,—1 (die
“Kette”) derart, dass alle m-stelligen Bindrworter erzeugbar sind als:
bo .. bpm_1,01... 00,00 big1, ooy b_1boby by

Beispiel
000
001
011
n —= 87 m=3 111
b = 00011101 110

Lemma 5.9 Sei o € GF(2") primitiv. ¢(X) Minimalpolynom fir o vom
grad(g(X)) = m, dannn = 2™. Zerlege X" 141 = ¢(X)b(X) mit grad(b(X)) =
(n—1)—m und b(X) = by +0 X + -+ b,_1_n, X" 17™. Dann ist b =
boby ... b,_1-,0...0 die Kette eines Kettencodes.

n

Beispiel

m = 4, dann GF(24) mit g(X) = X* 4+ X +1 und somit n = 16 und
n—1—m=11.

XYl = (X1 4+ X 1) (X + X X+ X+ X X X2 X 4 1).
b=1111010110010000

1110 0010
1101 0100
1010 1000
0101 0000
1011 0001
0110 0011

Beispiel
Sei GF(ZS) erzeugt iiber X® 4+ X + 1. primitiv : y =X 4 4+~v4+1=0
GF(2°): 0,7, %%, L+ 7y +775 14+ v +9%,1+4%1
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Verlangt Wurzeln: 1,4%,4°, dann 1 = X + 1 und 4°,4° — X® + X2 4+ 1
FX) =X+ (X + X+ 1) =X*"+ X"+ X +1

1110100 1011100

G*: 0111010 vergleiche mit, G : 0101110
>

0011101 0010111

Satz 5.10 (Aquivalenzsatz fiir zyklische Codes) Seien 3, 5* € GF(2™)
zweil verschiedene primitive n-te Finheitswurzeln mit n = 2™ — 1. Sei K
die Vereinigung gewisser (disjunkter) Verdoppelungszyklen ( mod n) und

sei g(X) = [1 (X = 5),97(X) = I[ (X - 5™

veK veK
Dann ist C' := R g(X) dquivalent zu C* = R g*(X) und es existiert
eine Permutation ©# 1 C' — C*, welche ein Isomorphismus beziiglich der
Polynom-Operationen ist.

Bewelis

1. 8 # 3 sind primitiv, also ord(3) = ord(3*) = n. Also ist g~ = 3/
mit j < n und j teilerfremd zu n. Hieraus folgt, dass 7' : ¢ — (7 1)
(mod n) fir i =0,1,...,n.

Beispiel

, i |0 1 2 3 4
n=50=% eyl 3 1 4 2

Im Restklassenring Z,, = {0,1,...,n— 1} existiert ein Inverses ¢ = j =1

mit ¢j =1 (mod n)
Beispiel
n =15;In 15 sind 3,5 Nullteiler. 2 hat aber z.B. 8 als Inverse: 2-8 = 1
(mod 15). 2 ist eine sogenannte “Einheit” in 5.

2. Anwendung von 77 auf a(X)=ap+a; X+ -+a,_; X" ! liefert einen
Code €', welcher zu C' wie folgt dquivalent ist:
a’(X) = zn(0) +a (1 )X + - arjn(n_l)X”_l
Behauptung: C’ Cr (= R . g* (X))
aX) =" aX e C= a(X)=r(X) g(X) = a(p") =0V €
K
= Y5 i = 0= 0= 3100 auny - BV ”()
Esitj-i=v-n47l()=— p"* ﬁwr ) = giiv

——
=1 da gn=1

o B = (3" = ()" = 0= S anpgy - ()7 W € K
Fiir o/ (X) =07 awjn(i)Xi ist also @/ (8*) =0 Vv € K
= d(X)e ("= C'CC*
C, C* sind beides (n, k)-Codes, k = n—r, wobei rr =grad(g(X)) =grad(
also |C'] = |C~]. Ferner ist 77 bijektiv, also |C’| = |C], insgesamt also
|C'| = |C*|. Zusammen mit C’ C C* folgt also, dass C' = C*, da die
Mengen endlich sind.

3. Sei nun 7 =77 und 7 : C'— C*, also 7 (a(X)) = a*(X) € C™.
Zeige, dass 7 ein Isomorphismus ist.

g (X

))7
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(a) Esist #(a(X)) = a(X°) mit c=j L bzw. ¢j =1 (mod n).
7(a(X)) = a*(X) Zn_ol (X' mit i =0,1,...,n—1durchlduft
auch ji (mod n) _ﬂ' ()dle Werte 0,1,...,n — 1.
Esisti=j"1 7.1 =757t =rcu, also #(a(X)) = Z;éaMXC“:
a(X")
(b) Seien a(X) = Zﬁ;é a; X" und b(X) = Zﬁ;é b; X",
Fiir die Addition gilt dann: ' '
7(a(X) + (X)) = #3050 (a; + b) X' = Y55 (4 + b) X =
Yo aiX 43T biX = a(X) +b(X) = 7 (a(X)) +7(b(X))
Fiir die Multiplikation:
7~T(CL(X) b(X )) = 20150 2sg aibi X = 32050 3005, aib XU =
SIS b XX = a(XE(XY) = #{a(X)) £ (X))
Anmerkung

Falls g* konjugiert zu § ist, dann gilt ¢*(X) = ¢(X), also C* = C, und
somit ist 7 : C'+— C™ ein Automorphismus.

Beispiel

Sei GF(2%), n =7, K =(1,2,4), B =a, o+ a®> + 1 =0 und sei 8* = 3%(=
a’), j=3.
i o1 2 3 4 5 6

()]0 3 6 2 5 1 4
a(X):ao—|—a1X—|—a2X2—|—a3X3—|—a4X4—|—a5X5—|—a6X6
*( )—Clo-|—Cl3X-|—Cl6X2—|—Cl2X3+Cl5X4-|—Cl1X5+Cl4X6
a(X )_ao—|—a1X5—|—a2X3—|—a3X—|—a4X6—|—a5X4—|—a6X2

=

g(X)=1+X°+X? g(X)=1+X*+Xx*
1011000 1101000
= 0101100 aF — 0110100
0010110 0011010
0001011 0001101
Beispiel

GF(2*) wie im Beispiel zuvor, 8 = a, 8* =a®, =3, K = (0) U (1,2,4)
g X)=(X+D)(X°+ X+ 1) =X+ X+ X +1
FX) = X+DNXPH+ X+ D) =X+ X*+X* 41

1110100 1011100
G = 0111010 G* = 0101110 G* entsteht aus G iiber die
0011101 0010111
Permutation 0 123456
0 3 4 5 2 1 6

5.3 Fehlerkorrektur bei zyklisschen Codes

Bei “allgemeinen” zyklischen Codes ist nur das FErkennen von Fehlerbiindeln
moglich.

Definition 5.11 Fin Fehlerbiindel der Linge d ist ein Fehlervektor e —

€p€1 ..

€1 mit einem Abschnitt e;...e;, wobei e; # 0 und e¢; # 0 gilt.

Desweiteren iste, =0 fir 0 <v < jundl<yv <n-1. Alsod=1—j+1.
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Beispiel

e=0...0[101101]0...0, also d = 6 und f(X) =1+ X2+ X 4 X°

!

Lemma 5.12 Jeder zyklische (n,k)-Code C' erkennt jedes Fehlerbiindel f
der Linge d < n —k(=r)

Beweis:

y = X+emit X € C. e wird genau dann als Fehler erkannt, wenn e ¢ C'. In
e gibt es also ein f der Linge d. Also ist e(X) = X' f(X) mit grad(f(X)) =
d—1<n-k-1.

Annahme: e € C' und somit ¢g(X)[e(X).

Aber ¢(X) JX* und g(X) Af(X) wegen grad(f(X)) < r im Widerspruch

zur Annahme.
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Kapitel 6

BCH-Codes

Der Name setzt sich aus den 3 Anfangsbuchstaben der Erfinder Bose, Ray-
Chandhari und Hocqenghem zusammen.

Definition 6.1 Sei 5 € GF(¢™), a > 1, § > 2. Sei g(X) Produkt der
Minimalpolynome, welche die Wurzeln 3%, Y, ..., 3%T9=2 abdecken [5-1
Stiick].

(speziell fir a =1 gilt: 3,5%,...,5°71)

Dann heifit C:= Ra)g(X) (fir geeignetes n) BCH-Code der Distanz §.

Lemma 6.2
1. Fir § > 2 ist n = ord(p), fir 6 =2 ist n = ord(3%)

2. Fir é > 2 oder a =1 ist § primitive n-te Finheitswurzel.

Bewelis

1. eg :=ord(B)
= () =

=1
= ord(B]e, = n=KgV(ord(*t")le,
speziell § =2 = v =2 = n=ord(3?)
Sei nun § > 2, spezieul:
VZOj(ﬁa)n:ﬁan: V:1:>(ﬁa+1)n:ﬁan+n:1
= /" =1=e,n = n=¢e,=ord(f)

eo|nAnleo

3% )a+y:1fﬁrallel/€0,...,5—2
—~

2. § > 2 also ord(f) = n und somit ist § primitive n-te Einheitswurzel.
Aus § = 2 und a =1 folgt mit Hilfe von 1., dass ord () = n.

Anmerkung
G ist nur fiir § = 2 und a > 1 keine primitive n-te Einheitswurzel. Sie kénnen
nur durch % erzeugt werden.
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Definition 6.3 Fin BCH-Code mit n = ¢™ — 1 heifit primativer BCQ)-
Code

Beispiel
GF(2'Y), B = o®, mit Wurzeln 3, 8%, 8%, 3* binir, (23, 12) Golay Code. Der
BCH-Code hat dann a =1, § = 5, n = 23.

Sei @ = 1. Was sind dann die §-Werte?

§>n 3,8%,...,38 1, 37 =g(X)=X"-1
~——
=1

o=n ﬁ7ﬁ277ﬁn_1:>g(X):Xn_1++1
grad(¢(X))=r=n—-1,k=n—-r=1,C={00...0,0...1}

Wihle also ab jetzt immer § < n!
Satz 6.4 C' sei BCH-Code der Distanz 6. Dann gilt: d(X) > §

Bewelis

1. Sei C durch 3%, 3%+, 3%+5=5 mit § > 2 und § € GF(¢™) erzeugt. Sei
n die Codewortlange.
Sei b(X) =0bol +b; X + -+ b,_1 X" ! und sei mit v € GF(¢™):
b(Y) = b71 + bl’y + b272 + -+ bn_l’yn_l = (bobl . bn_l)(8 Yo

v o L. ’
Fiir spezielle v € {3%, 3*t, ..., 3*t*=2} und einer Matrix H mit
e 2@ . pln=1)a
b 1 ﬂajrl ﬂ2(?+1) pln=1)(a+1)
I U S

(H besitzt § — 1 Zeilsn h, mit v=0,1,...,6 — 8)

ist b(3*+") = yh,. Altoist b(X) € C <= (3*T")=0¥r =0,...,6—
2.Dh.yeC < y-h,=0Vr < y-H' =0.

Also ist H eine Kontrollmatrix fiir C.

Jetzt gilt es noch zu zeigen, ob die Spalten von H linear unabhédngig
sind.

2. Jede Spalte von H ist eindeutig durch das oberste Element 37% mit j €
{0,1,...,n—1} charakterisiert. Durch die Wahl von j, € {0,1,...,n—
1} sind beliebige 6 — 1 Spalten aus H festlegbar. Es gibt also 6 — 1
iiber fjia,...,3=1°,
e 320 L [Bis—14
ginlatl)  ghlet) | gisi(at)
Untersuche N = . . . .

gi(ati=2) girlats=2)  gisi(a+5-2)
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Es gilt also |N| = ph1epe ., pis-12,
1

1 1
ﬁjl ﬁfé . ﬁ]é—l
Bilde Matrix A = | 4% B2 ... s
B2 g2 ... g0~
5_1 . .
Nach Vandermound gilt |A| = [] (ﬁJv _ ﬁm)
v,u=1
v

[ ist also eine primitive n-te Einheitswurzel.

Sei j,, 4. € {0,1,...,n— 1}, fiir j, # j, ist dann 37 # B, Fiiv v # p
ist |A| # 0, also auch |N| # 0. Folglich sind je 6 — 1 der Spalten von
H linear unabhingig.

Aus 1. und 2. folgt also, dass d(C') > &

Beispiel
GF 2°, & primitiv, also @°2 = 1 und ord(a) =31 =2° — 1 =n.
Sei & = 9 und a = 1. Was sind die Minimalpolynome zu den Wurzeln
a0, ..., ab?
my(X) = (1,2,4,8,16) ma(X) = (3,6,12,24,17)
ms(X) = (5,10,20,9,18) mr(X) = (7,14, 28,25,19)

Also ist g(X) = m1(X)ms(X )ms(X)m7(X) und r :=grad(g(X)) = 20.
n—r =k =11, es ergibt sich also ein (31, 11)-Code.

d =9 also gilt d(C) > 9. Er deckt aber auch 9 und 10 ab, es gilt also sogar
§ =11 und somit d(C) > 11

Beispiel
GF(2*), @ primitiv, n = ord(e) = 15 und a = 1.
Gebe alle nicht trivialen BCH-Codes an!
1,2,4,8) s mi(X)=X'+X +1 3,6,12,9) > ma(X) = X+ X2+ X2+ X + 1
X)=X"+X X)=X"+X"+X°+X
(5,10) » ms(X) =X+ X 4+ 1 (7,14,13,11) = m7(X) = X' + X° +1

und somit

(1,2)2(X)= X"+ X +1
(1,2,3,4)g5(X) =X + X"+ X° + X* 41
(1,2,3,4,5,6)9:(X) = X"+ X  + X+ X'+ X+ X +1

Es existieren also 3 BCH-Codes:

Cs = R g (X) Cs = R g5 (X) Cr = R gr(X)
d(Ca) >3 a(Cs) > 5 a(cr) >
Hier wiirde sogar = gelten, was man an den g-(X) und der Anzahl der

Monome sieht.

Satz 6.5 Fiir jedes m > 1,t > 1 existiert ein bindrer primitiver BCH-Code
C = RMWg(X) mit n = 2™ — 1 vom grad(g(X)) < m - t, welcher t Fehler
korrigiert.
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Beweis
a € GF(2™) primitiv, ord(or) = 2™ — 1. Sei § =2t + 1 > 3, also t > 1. Der
primitive BCH-Code C' fiir o, 0?,...,a°~! mit n = 2™ — 1 hat d(C) >
d, also korrigiert er mehr als ¢ Fehler. ¢(X) ist das Produkt der Mini-
malpolynome, welche mindestens o, a?, ... a* abdecken. Aus m(8) = 0
folgt, dass m(3?) = 0 sein muss. Es sind also nur die Minimalpolynome
o, 0’ a5 ... a? 7L erforderlich, insgesamt also my (X)), ma(X), ..., may_1(X),
d.h. t Stiick. Folglich ist g(X) = KgV{m(X),..., ma—1(X)}.
Es gilt: grad(m;(X)) < m, also r :=grad(g(X)) < m-t.
C' ist also ein (Qm —1,2m -1 - r)—Code mit k> n—m-t

Hn/—/ T

Beispiel
m=3n="7t€{1,2}

m|n k|t| 1) m~t|oz1...oz6_1|Zyklen (m0d7)|r
37 a]1] 3 3 |1z (1214 3
1l2]5(7) 6 |1234 (124)(365) |6

siehe auch Blatt

Beispiel (nicht-primitiv)

a € GF(2°%),8 = a®,ord(8) = 21 = n (o primitiv).

Sei t = 2, d.h. § = 5. Verlangte Wurzeln: 3, 82, 8%, 8*
Verdoppelungszyklen (mod 21) : (124816 11) und (36 12)
g(X) =mi(X) - ms(X), grad(g(X)) =9 =r, also k = 12.
Man erhilt einen (21, 12)-Code.

Beispiel

Golay-Code: 8 = o®® € GF(2'!), n = ord(B) = 23.

Verlangte Wurzeln: 8,52, 87, 8%, also 6 = 5,¢t = 2.

Ergibt folgende Tabelle: (aus Petersen - Welden) (in verschiedenen GF’s)

n_ k¢ 2n3 1kz ;
21 12 2
25 5 2
21 6 3
S 27 3 4
33 13 2

6.1 Fehlerkorrektur bei BCH-Codes (Berlckamp, Massey

1963)

Satz 6.6 Sei C' ein (evtl. nicht bindrer) BCH-Code, § =2t +1,a=1.

Fs sei § € GF(¢™) eine Basiswurzel, n = ord(3).

Gesendet sei a(X) € C', empfangen y(X) = a(X)+e(X) mit 7 und 0 < 7 <
t.

Dann entsteht e(X) folgendermafen:

1. Man bestimme S; := y(3?) fir j =1,...,27 (nimm 7=t an!)
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2. Lése in GF(¢™) das lineare Gleichungssystem

Sl 52 Sq— - Sq—_|_1
Sy ST-l—l e Saro g1 Sor

fir die T Unbekannten o; € GF(¢™)

3. Dann hat e(X) nicht verschwindende Koeffizienten genau an denjeni-
gen T Positionen v; € {0,1,...,n— 1} firi=1,...,7, fir welche 3"
eine Nullstelle des Polynoms
o(Z)y=0,+0, 17 +---+ o1 271 4+ (=1)7Z7 ist.

n+1

Ist also e(X) = Y €, X" hate, #0 firv={vy,...,v.} mit o(p") =
v=0
0.

4. Fir nichtbindre BCH-Codes:

X, X, ... X, Yy S
X2 X2 ... x2, | [» S,
Yi aus 2 =
X7 X7 ... XI Y, S,

mit X; := B liefern e, =Y;

Beispiel

Sei C7 ein bindrer (15,5)-Code mit den Wurzeln o,0?,...,a°% und a €
GF(2%).

GF(24) erzeugt durch o +a4+1=0,6=7t=3

gX) =X X P X X XP X 41

Sei y = 101000101110101 = yo . . . Y14, also

y(X) = 14+ X2+ X9+ X8+ X%+ X104 X121+ X' Gesucht ist 7!
Beginne mit (= t) = 3.

Berechne Si,...,Se: Wegen y(v°) = y(7) ? geniigt S1, S5, Ss.

Man berechnet S; = ozlo, Ss = a, S5 =1, also Sz = oz5, Sy = ozlo, Se = a’.

Sl 52 53 0{10 oz5 a ,

Dann gilt: det Ms =det S> S3 Si = o’ a al® =0 —
53 54 55 a 0{10 1

T <3 o .

_ St 5 _ « (€3 11 10 _ 14 _
det My = det S, Sa T o o =a 4o =a #0 = T=2
Also 0(Z) =024 0172 + o?

. . S1 5o oz S
Lose das Gleichungssystem S, S o = S,

1% yund o5 = o°.

Aus o'%05 + 001 = o und ooy + ao; = o'° folgt o1 =«
Also 6(Z) = o + a7 + 72,

Einsetzen von o, a?,... liefert zwei Nullstellen Z1 = a, 2> = «
es = 1 Somit y = 101000101110101 und ¢ = 111000100110101.

Es gilt a(X) = (1 —|—X4)g(X)

8
= e =

Bewelis
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1. Sei d = 2t+1, Wurzeln 8,8%,..., %, n = ord(),§ < nund a(X) € C.
Dann ist a(37) = 0 fiir j = 1,2,...,2t, also

. . . . n=1 ,
0= a(3) + () = () = y(3) = L 5"
An 7 Fehlerpositionen vy, ..., v, ist el,_# 0.

Sei 1 <7 <&, X;:=p",Y, = eui(# 0) und Sj = y(ﬁ])
Dann ist S; = 3 VX7 mit 1< j <2t

=1
2. Die S; sind bekannt, gesucht sind X; und Y;.Idee: Gesucht wird ein
Polynom
o(Z)=(X1—-2)(Xo—2)...(X;—Z)=0,+0, L+ o Z7T 1+
0'027—

oo =(-1)", 0, = X1 X3... X, usw., aber was ist 0(2)?

Mit 0(Z) = 3 or_ 2" gilt: 0= 3 0,_, X mit i =1,...,7. Multi-

v=0 1=0
pliziert man die rechte Seite mit ¥; X/ und summiert iiber i = 1,..., 7,
T
T .
so erhilt man (Z)/;X’;?-I—M)UT_M =0
#=0 iy

Sjigu, sofern 1 <5+ p <2t
Wegen 1 <7 <tund 0 < p < r1ist 1< j+ p < 2t erreichbar bei
1 < j < 7. Man erhilt also ein Gleichungssystem Z;;é Si4pOr—p =
(—=1)7*1S,,,, also 7 Gleichungen mit 7 Unbekannten und somit

S1 S ..o S,
Sy S3 ... Srqp
M,=| . . . . aber was ist |M,|?
ST ST-l—l 527’—1
es ist M, = VTDTVTT7 wobei
1 1 e 1 Y, X, 0 0
V. = X; X5 ... Xz D, = : .
. . 0 e 0 Yq—_qu—_l
D LD CAL D, G 0o ... 0 0
Also | M| = |V,|* - | D, (D steht fiir “Diagonal”, V fiir

“Vandermont”)

Und es ergibt sich: [V;| = ] (X; - X;) und |D;| = [] YiX; (#0).
1,j=1 “S—— =1
1<J #0
X;=p", X; =p" mit v; Zv;, 0 < v, v; <n—1und ord(f8) =n
Folglich ist "¢ # 3% fiir v; # v; (Sonst wére der grad kleiner).
Also ist X; # X fiir 7 # j und das Gleichungssystem ist eindeutig
l6sbar.

= 01,...,0, = 0(2)
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3. Bestimme die Nullstellen des o () durch Einsetzen von 8%, 8%, ..., g1
und man erhilt die Fehlerpositionen vy, ..., v,

4. Im nicht bindren Fall bestimme die Y; aus S; = Y Xij -Y; (S; und X;
=1

sind bekannt). Man erhélt eine Gleichungssystem und eine Matrix A,
mit |A.| = X1 X3... X, -|V;| # 0, welches eindeutig 15sbar ist. Hieraus
lasst sich dann Y; bestimmen.
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Kapitel 7

Reed - Solomon - Codes

7.1 Mathematische Voriiberlegungen

Idee: Zyklischer Code iiber GF(p), wobei p eine grofie Primzahl sein sollte
(> 5). In GF(p) existieren primitive Elemente a (evtl. mehrere) derart,
dass GF(p) — {0} = {a,d?, ..., aP71} ist.

Beispiel

p=>5, fira=2:{2,4,3,1} (mod 5) oder a = 3:{3,4,2,1}
p=7,fira=3:{3,2,6,4,5,1}, aber nicht a =2 :{2,4,1}

7.2 Reed - Solomon - Codes

RS - Codes sind spezielle BCH-Codes, welche besonders gut zur Korrektur
von Fehlerbiindeln geeignet sind.

Definition 7.1 Sei p eine Primzahl, a € GF(p) primitiv. Dann heifst der
von den Wurzeln a,a?,...,a’=' erzeugte BCH-Code 1iber GF(p) Reed -

Solomon - Code der Distanz ).

Satz 7.2 Der RS-Code der Distanz § ist ein (n,k)-Code mit n = p — 1,
5—1 ,

k=mn+1-29 und Basispolynom g(X) = [[ (X — a*)
=1

Beweis
Betrachte die “Zyklen” (i, p-i, p*-i,...) (mod n), dannist i = (p-7) (mod n),
denn a ist primitiv nach Voraussetzung. ord(a) =n=p—1,

also ist p-i= (p — 1)1+ ¢, folglich sind die “Zyklen” einelementig (7).
5—1 ,
= g(X)=[I(X—d"), r=grad(¢(X))=6—-1lundk=n—r=n+1-06

1=1
Satz 7.3 Ein RS-Code C' der Distanz 6 hat d(C') = 6.
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Bewelis

1. Behauptung: Fiir jeden (n,k)-Code C' C F™ iiber GF(p) gilt d(C') <

n — k41 (“Singelton - Schranke”)

Annahme: d(C) > n—k+1

Dann ist k > n — d(C) + 1 und somit p"~HD+1 < pk = |C].

Sei M C F*=U)+! die Menge aller Worter (der Linge n — d(C) + 1)
tiber F', welche Anfange von Codewértern X € C sind.

Also ist |M| < |[Fr=UO+] = pr=d@+L < pb — |C]. Es existieren
XY e Cmit X#Y und X =UoZY =UoZ, wobei |U|l =
n—d(C)+ 1.

Dann gilt d(X,Y) <n —(n—-d(C)+1) =d(C) — 1 im Widerspruch
zur Eigenschaft des Mindestabstandes d(C).

. Fiir jeden BCH-Code (also auch fiir RS-Codes) gilt d(C') > 6. Also
d <d(C) <n—k+1 (nach Singelton).

Nach 1. und 2. gilt also fiir RS-Codes : r=n—-k=40—-1,alsod=n—%k+1
und somit der Satz.

Beispiel
p=11,GF(11) = {0,1,...,10}, primitiv z.B.a = 2: (2,4,8,5,10,9,7,3,6, 1),
n=ord(2) =10 =p— 1. Sei § = 7 also ¢t = 3, dann ist
51 ‘ 6 ‘
(X—a)=  (X-2)
=1 =1
= (X —2)(X —4)(X —8)(X —5)(X — 10)(X —9)
=248X 42X +7X° 45X 4+ 6X° 4+ X°

9(X)

r =6,k =n—r =4,n =10, man erhilt also einen (10, 4)-Code iiber GF(11)
mit |C| = 11* = 14641 und der Generatormatrix

2 8 2 75 6 1 0 0 O
G_0282756100
0 028 2 7 5 6 10
0 00 2 8 2 7 5 6 1

7.3 Erweiterung der RS-Konstruktion

auf Codes iiber GF(p™)

Meist ist mit p = 2 und z.B. m = 4 oder m = 8. Die Codesymbole sind
Elemente des GF(2™), dargestellt als Bitfolge der Linge m. Man erhilt nun
folgende Eigenschaften:

1. Cist ein RS-Code iiber GF(2™) mit n = 2" —1 und korrigiert ¢-Fehler

(t Zeichen € GF(2™)). Dann ist d(C) = 2t + 1 = § mit den Wurzeln
2t ,
o, ... o und somit ¢(X) = [] (X — o) mit grad(g(X)) =r =2t

J=1
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2. Die g € GF(2™) werden als m-Tupel iiber GF(2) dargestellt. Man
erhdlt also n-Tupel a = (f1,...,08,) € C, welche auf (n - m) Tupel
a’ € C' abgebildet werden. C” ist also ein (n-m,k-m) Linearcode

) N~
n! k!

iiber GF(2) mit r' =r - m.

3. Es ist nun die Korrektur von Fehlerbiindeln bis zu einer maximalen
Liange von b = (t — 1) - m 4 1 in ¢’ moglich. Dies stért maximal ¢
aufeinander folgende Symbole in C'.

1|2 | |e=1] ¢

m m m m

4. Der RS-Code (dieses Types) ist ungeeignet fiir eine Korrektur un-
abhingiger 1-Bit Fehler in C’

Beispiel

RS-Code iiber GF(2") mit t =4, also b=7-(4—1)4+1=22,6 =2t +1 =9,
n=2—-1=127,r=6-1=8und k = n+ 1 = 119, also ist C ein
(127,119)-Code.

Folglichist n’ =n-7=889 ,r' =r .- 7=56und k' =k -m =833,

C’ ist also ein (889,833)-Code iiber GF(2)

Beispiel
Sei C ein RS-Code iiber GF(ZS) mit o® +a+1=0.
GF(ZS) | a o o a' o® of o
1 0 0 1 0 1 1 1
o 1 0 1 1 1 0 0
a? 0 1 0 1 1 1 ©

Seit=2,=5n="7,r =4 und k = 3, dann ist
g(X) = (X+oz)(X+oz2)(X—|—oz3)(X—|—oz4) = X'+ X2+’ X 4+ 68

o o 1 « 1 0 O
G= 0 o a 1 & 1 0 mit |C] = (2°)° =512
0 o a 1 o 1

Biindelkorrektur: b =(2—-1) -3+ 1 =4.

Sei z.B. a = (¢®,a,@,1,0,0% 1) € C, dann ist

a(X) = o’ +aX+a X+ X+ X°+ X% und o' = 110/010|010]100|000| 110|100
mit n’ = 21. Dies wird abgebildet auf

y’ = 111101010100000110100 und es ergibt sich y = (o®,a® «,1,0,0%,1)
mit ¢ = 001111000000000000000 und e = (a?,a”,0,...,0), also e(X) =
o? +a%X.

Zur Korrektur berechne S; = y(a’) fiir j =1,2,3,4 (2t = 4). Also

S1 =1,5 =6,5; = oz4,S4 = 0 und somit y = o+ X +aX?+ X2+

a? X5 4 X°©.

|Ma| = Zi =a'+a®=1#0, also 2 Fehler.
1 af o2 Sa . . 6 4 . .

Aus 4 = ergibt sich o2 +a01 = a® und a® o2+’ =
e e o1 Sa

0

Man erhélt o2 = @ und o1 = ozs,
also cr(z):oz+oz3Z+Z2 =0mit Z1=1=a’und Z» = o = o*.
Die Fehlerpositionen in a’ liegen also an den Stellen 0 und 1,
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Wobeinzﬁ”1:ozozlundXQZﬁ”2:oz1:oz

))22 ;(23 Q = g; alsoYl—l—ozYQZIunle—l—oz2Y2:oz6,
somit Y7 = a? und Y = o und folglich e(X):oz2—|—oz5X.
a=Y1+Yo=a’+a’ =P unda; =2 +YVi=a® +af =«



Kapitel 8

Schaltwerke fiir Codierung
und Decodierung

Seien a, e, ey, €2, c € GF(q).
Es existieren folgende Bausteine:

1. Addierer <5 @ —a  Also a =e; + ¢

T e
2. Multiplizierer —+ © —a Alsoa=c-e
3. Speicherelement — —  Also X € GF(q)

Eine Abfolge von Speicherelementen (“Register”) wird dargestellt als:
—>—>0—>—>0—>---—>0—>—>
Also S(X)=So+ 51X+ + S5, X!

Betrachte Blatt mit Schaltwerken.
Bei Schaltwerk A werden zu begin die Speicherelemente mit den Anfangs-

werten S(()O), S{O), .. .Sr(,(i)l bzw. S(O)(X) = S(()O)—I—S{O)X—I—- . -—I—Sr(,(i)er_l und

den Konstanten ¢o, ..., g, geladen. Dann werden nacheinander die Werte von
€0, €1, - - ., €, eingegeben (pro Takt ein ;).
Lemma 8.1 Bei Vorbesetzung S(()O) = ... = Sr(,(i)l =0, dh SOX) =0

entsteht bei Fingabe von n + 1 Werten eg, €1,...,€e, in Schaltwerk A, als
Ausgabe ag, ay, ..., a, mit a; =e;¢,+€;_1g,—1+--+eogr—; (7 =0,...,n),
sofern g, = 0 fir v =0 und v > r gesetzt wir

Beweis 4 4 4
Im Register S(j)(X) = S(()]) + S{]) 4.+ Sr(,]_)er_l
Nach Eingabe von e; ist S((J]H) = €;go und ST = €;q, + Sl(,]_)l (1<v<
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r—1). Also d; =e;g, + S(j)l. Insgesamt erhilt man also

r—

a; = eigr + 57

—1
=¢;9rte-19—1+ S,(,]_Q )
1
=e€jgr+€j-19r—1+ -+ €1gr—j11 + Sr(’—)]
0
=e€;9-teé_19—1+ -+ €19—j1r1+ €ogr—; + Sr(’—)j—l

N——
=0

Satz 8.2 Seib(X) = bo+by X+ +bp X* mit ¢g(X) = go+g1 X +-++g.X".
Bei Eingeben von by, by_1, ..., bo,0,...,0 und S© (X)) = 0 liefert das Schalt-
S —

r-mal
werk A die Koeffizienten ¢; von C(X) = b(X)-g(X) =co+a X +---+
Ck—l—er-I—r als ChtryChdr—1y---,Co
Beweis
Nach Lemma 8.1, setze k +r = n, ¢; = by_; und a; = cpq,—; fiir j =

0,1,....k+r.

Beispiel
Vgl. Blatt mit Multiplikation und rechne b(X) - g(X)

1. B(X) =14 X?+ X®, dann ist e = 110100 und @ = 1111111, also
CX) =X+ X+ X+ X4+ X2+ X 41

2. b(X)= X +41, e=11000, a = 11101, also C(X) = X* + X* + X® +1

3. b(X) = X?, e = 1000000, a = 1011000, also C(X) = X°® + X* + X°.

Lemma 8.3 Bei einem Takt entsteht in B aus S(X) als neuer Registerin-

halt
S'(X)=(X-S(X)+v-X"+u) mod g(X)

Beweis

S(X) = So+ 51X 4+ S X771 S(X) = S+ 91X + -4 5 X!

mit

So=u—go(v+S,—1)g; " und ST = S;1 — gi(v+Sr—1)g;t (1<i<r—1)
r—1 .

Alsoist S/(X) =Y SIX' = =X - S(X)+vX +u— (Y + S,-1)g; " g(X).
1=0

=h(X) const
Also ist h(X) = constg(X) 4+ S'(X) bzw. S/(X) = h(X) mod g(X)

Satz 8.4 Sei d(X)=do+di(X)+ - -+ dpr1 X" und

9(X)=go+ 9 X+ 4 ¢ X" mit r > 2. Dann ist bei S© = 0 und der
Fingabe v = d,_1,d,,_o,...,dy sowie stelts v = 0 der Inhalt des Registers
von Schaltwerk B immer (X) = d(X) mod g(X).
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Beweis
1. Setze d9(X) = d,_; und dD(X) = d,,_;_1 + X d=D also ist d~D (X)) =
d(X).
2. SO(X) =0, die Eingabe u = d,_1,v =0 in Lemma 8.1 liefert
S'(v) = (X -S°(X) +d,—1) mod g(X) = d,_1 mod g(X) = d°(X) mod
——
=0
9(X) , ,
Annahme: SOX = d*~1(X) mod ¢(X) fiir i > 1. Also ist
SEH(X) = (X - SO(X) + dp_i_1) mod g(X)
= (X - (di=Y(X) mod g(X))+ dy—i—1) mod g(X)
= (X -d""V(X) + dy—i—1) mod g(X)
= dD(X) mod g(X) 1<i<n-1

3. S (X) = d*=D(X) mod g(X) = d(X) mod g(X)

Anwendung:

Sei C'= R(Mg(X) ein zyklischer Code.

Durch Eingabe von y(X) = yo+y1 X+ +y,—1 X" Lalsa = yu_1,Yn—2,-- -, Yo
erhdlt man y(X) € C < S™(X) #£0 bzw. y(X) € C = SW(X)=0. 727277

Beispiel
Vgl. Blatt mit Division und setzte d(X) mod g(X),g(X) =1+ X + X°.

1. d(X)= X" 41,e = 10000001 Zustand ,also g(X)| X7+ 1.

2. d(X) = X®41,e = 1000001 Zustand ,also (X% +1) mod g(X) =
X2,

3.d(X) = X4+ X241, e = 1000101 Zustand , also g(x)|X6—|—X2—|—1.
4. d(X)= X* 4+ X* + X 4+1,¢ = 11101 Zustand [000 |
5. d(X) =X+ X +1,e = 1011 Zustand [ 000 |

Anmerkung
Die Codewdrter eines zyklischen Codes sind der Sprachschatz eines (spezi-
ellen) endlichen Automaten.
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Weitere Anwendungen von Schaltwerk B

Addieren in GF(2™). Sei GF(2™) erzeugt durch ¢(X),grad(¢(X)) = m, a
primitiv in GF(2™) und g(«) = 0.

Berechne o + of (1 < i,j < 2771) als Summe von gewissen o’ (0 < v <
m —1).

Setze d(X) = X'+X/ und berechne S(X) = d(X) mod ¢g(X) mit Schaltwerk
B, dann ist d(X) = ¢(X) - g(X) + S(X). Also ist o' + af = d(a) = ¢(a) -
g(a) +5(a).

=

S(X) als Registerinhalt e ist also die Darstellung von o' + o/,

Beispiel
9(X) =14+X+X* alsom =4

l 1 lX ‘ '
N —>—> —>—>—>

Berechne o + o, also a(X) = X? 4+ X% und u = 100100

U So 51 52 SS
0 0 0 0
1)1 0 0 0
0|0 1 0 0
0O 0 1 0 Also ist @® +a® =«
1)1 0 0 1
01 0 0 0
0|0 10 O 0
1 a o a
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