Organisation

e \Vorlesung: Di, Do

e Rechnerkennung

e Ubungsbetrieb: Mo, Di, Mi
e Klausur

e Schein muss bhis zum 3. Semester erworben werden, sonst
durchgefallen.

e WWW Seite der Vorlesung
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Inhalt der Vorlesung

e Was ist Informatik, Einfihrendes und Geschichtliches, der
Algorithmusbegriff

e Grundkonzepte funktionaler Programmierung (Mengen, Funktionen,
Terme, Typen, Rekursion, Polymorphie)

e Programmierung mit OCAML

e Datenstrukturen: Listen, Tupel, Reihungem@ugne

e Formale Syntax und Semantik von Programmiersprachen
e Methodische Programmentwicklung, Modularisierung

e Algorithmik, Effizienz und Komplexit

e Denotationelle Semantik, Fixpunkttheorie

e Imperative Programmierung und Hoare Kialk

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann



Begleitliteratur

Die VL richtet sich nach F. Kiger: Kurzskriptum Informatik I, WS 02/03.
Weiterfuhrende Literatur

e L. PAuLSON, Standard ML for the working programmer, Cambridge
University Press.

e Developing Applications with OCAML, O'Reilly.
caml.inria.fr/oreilly-book

e GUMM-SOMMER: Einf. in die Informatik, Oldenbourg.

e GOOSs Vorlesungeriber Informatik, Bd. I, Springer.
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Kapitel 0. Einleitung
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Was ist Informatik?

Von franz.informatique(= information+ mattematiquek

Engl.: computer scienganeuerdings aucimformatics

e DUDEN Informatik: Wissenschaft von der systematischen
Verarbeitung von Informationen, besonders der automatischen

Verarbeitung mit Computern.

e Gesellschatft f. Inf. (Gl): Wissenschaft, Technik und Anwendung der
maschinellen Verarbeitung uridbermittiung von Informationen.

e Association vor Computing Machinery (ACM): Systematic study of
algorithms and data structures.
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Tellbereiche der Informatik

e Technische Informatik
Aufbau und Wirkungsweise von Computern

e Praktische Informatik

Konstruktion von Informationsverarbeitungssystemen sowie deren
Realisierung auf Computern

e Theoretische Informatik
Theoretische und verallgemeinerte Behandlungen von Fragen und
Konzepten der Informatik

e Angewandte Informatik
Verbindung von Informatik mit anderen Wissenschaften
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Typische Arbeitsgebiete

e Algorithmen und Datenstrukturen
e Betriebssysteme

e Bioinformatik

e Datenbanken

e Grafik

e Medieninformatik

e Programmiersprachen und Compiler
e Rechnerarchitektur

e Rechnernetze

e Robotik

e Simulation

e Softwareentwicklung

e Wirtschaftsinformatik
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Kapitel I: Informationsverarbeitung durch
Programme
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Algorithmusbegriff

IBN MUSA AL CHWARIzMI schreibt um 900 das Lehrbuéhtab al jabr
wal-muabala(Regeln der Wiedereinsetzung und Reduktion).

AL CHWARIZMI
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Algorithmusbeqgriff

Algorithmus: Systematische, schematisch dimsbare
Verarbeitungsvorschrift.

Alltagsalgorithmen: Kochrezepte, Spielregeln, schriftliches Rechnen.

Bedeutende Algorithmen:MP3-Komprimierung, RSA Verschisselung,
Textsuche, Tomographie,...

Einfaches aber trotzdem wichtiges BeispielBerechnen der Fahrzeit eines
Zuges aus Abfahrts- und Ankunftszeit.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Information und Daten

Ein Algorithmus hat ein oder mehreEgngabenund Ausgaben sowie
moglicherweiseZwischenergebnisse

Diese bezeichnet man dlaten, sie entsprechelmformationen uber die
reale Welt.

Innerhalb des Algorithmus werden die Daten als mathematische Objekte
(z.B. Zahlen) kodiert.

Im Computer werden alle Daten als Bnzahlen kodiert.
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Beispiel Fahrzeit

Die Eingabe ist hier die Abfahrtszeit und die Ankunftszeit: Wir kodieren sie
jewells als Paar von Zahlefyy,, m.1, unds,,, man, die jeweils Stunden und
Minuten bezeichnen.

Die Ausgabe erfolgt in Minuten.

Andere ndgliche Kodierung: Millisekunden seit dem 1.1.1970.
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Algorithmus im Beispiel

Eingabe: vier natrliche Zahlens,y,, m,, unds,,, man
Ausgabe: ndltrliche Zahl

Berechnung:

Ergebnis= (san — Sap) - 60 4+ man — Map.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Grundanforderungen an einen Algorithmus

e Prazise BeschreibungDie Verarbeitungsvorschrift, sowie die zu

verarbeitenden Datenimsen unmissveidtdlich aufgeschrieben sein.

(nicht Nach Gefihl Butter dazi

e Effektivit at: Die Verarbeitung muss von der zugrunde liegenden
Verarbeitungseinheit taishlich audfihrbar sein. (nicht sei die zu
Sab, Mab, San, Man geldrende Fahrtzejtauch nichtfalls in der
Dezimalbruchentwicklung vonvier aufeinanderfolgende 7er
vorkommen,. ).
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Eigenschaften von Algorithmen

e terminierend fir eine Eingabe jede nogliche Ausfinrung fir diese
Eingabe endet.

e terminierend: jede nogliche Ausftihrung fir jede erlaubte Eingabe
endet.

e deterministisch: die Reihenfolge und Art der ausziifrenden Schritte
ISt eindeutig bestimmt (anderenfalightdeterministisch)

e determiniert: das Ergebnis ist eindeutig durch die Eingabe bestimmt.

e sequenziell die Verarbeitungsschritte werden der Reihe nach
hintereinander ausgétfrt

e parallel (nebenlaufig): gewisse Verarbeitungsschrittérinen
gleichzeitig nebeneinander ausgjeft werden.
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Arten von Algorithmen

e Grundlegende Algorithmen Losen immer wieder vorkommende
Grundaufgaben (kzester Weg in einem Graphen, Sortieren, ...) ohne
direkten Bezug auf konkrete Anwendung.

e AnwendungsalgorithmenLosen konkrete Aufgaben der realen Welt;
deren Kenntnis (d.h. Bedeutung der Daten in der realen Welt) istir.a. f
die Entwicklung notwendig. Bestehen meist aus einem oder mehreren
grundlegenden Algorithmen.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Programmierung

Ausformulierung eines Algorithmus so, dass erdatdich ausgefhrt
werden kann.

In OCAML (in Info I):

let fahrtzeit(s ab,m _ab,s an,m _an) =
(san - s ab) * 60 + m_an - m_ab;;

In Java (in Info II):

public static int fahrtzeit(int s_ab, int m_ab, int s_an, int m_an) {
return (s _an - s ab) * 60 + m_an - m_ab;

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Fahrtzeit Algorithmus in X386 Maschinensprache

pushl %ebp

mov! %esp, %ebp
mov! 16(%ebp), %eax
subl 8(%ebp), %eax

leal (Yoeax,%eax,2), %edx
leal (Y%edx,%edx,4), Yeax
sall $2, %eax

add| 20(%ebp), %eax
subl 12(%ebp), %eax
popl %ebp

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Pseudocode

e Halbformale Darstellung eines Algorithmus

e Teile konnen auf Deutsch oder in allgemeiner mathematischer Notation
gegeben sein

e Enthalt Vorbedingungen und Kommentare

e Erleichtert den Weg von Spezifikation, Idee zum echtentdubfiren
Programm.
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Darstellung in Pseudocode

algorithm Fahrtzeit
INPUt San, Sab, Man, Map - Nat
output : nat
pre Keine Fahrt gehtiber Mitternacht hinaus.
result Berechnung der Fahrtzeit in Minuten bei Abfahrt
um s, Uhr m,, und Ankunft ums,, Uhr m,,.
begin
(San — Sab) - 60 + Man — Map.

end

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Programmiersprachen |

e Seit ca. 1970: Problemorientierte Programmiersprachen. Vorher:
maschinennahe Sprachen wie Fortran, Basic oder Assembler.

e Imperative Sprachen (Pascal, C, C++, Modula, Java): Das
Maschinenmodell liegt nach wie vor zugrunde. Das Programm definiert
eine Folge von abzuarbeitenden Befehlen, die den Zustand der Daten
verandern.

e Funktionale Sprachen (Lisp, ML (SML, OCAML), Scheme, Haskell,
Miranda): Programme definieren mathematische Funktionen; es bleibt
dem Compiler bersetzungsprogramriiperlassen, wie dies in
Maschinenbefehle umgesetzt wird.
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Programmiersprachen Il

e Strukturierung durch Prozeduren und Funktionen (Pascal, C)

e Strukturierung durch Module: Datentypen plus zugyele Funktionen.
(Modula, SML, OCAML)

e Strukturierung durch Objekte: Daten plus zugege Funktionen
(C++, Eliffel, Simula, Java, OCAML)

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Programmiersprachen ll|

e Ubersetzung eines ganzen Programms in Maschinensprache durch
Ubersetzungsprogramnt¢mpilel): Pascal, C, OCAML.

e Zeilenweise direkte Abarbeitung des Programms durch
Verarbeitungsprogramninterpretei): Lisp, Shellscript, Perl, Python.

e Ubersetzung eines ganzen Programms in Zwischenspraghec0ds:
der dannnterpretiertwird: Java, OCAML, dotNET

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Programmiersprachen fur Spezialanwendungen

e Postscript: dient der Erzeugung und Beschreibung von Dokumenten
e VRML.: Beschreibung von 3D Szenen +
e HDL: Hardwarebeschreibung

e PROLOG, CHL: Beschreibung von Problemen als logische Formel.
Computer sucht isung durch systematisches Probieren.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Geschichte von OCAML

e UM 1973 von BBIN MILNER in Edinburgh entwickelt als

ProgrammiersprachéetaLanguaggfur den LCF Theorembeweiser.

e 1985 entwickelt GRARD HUET und andere CAML =Categorical
Abstract Machine + Mlals Implementierungsspracha fden CoQ
Theorembeweiser am INRIA, Frankreich.

e 1990 entwickelt YAvIER LEROY eine neue sehr effiziente
Implementierung von CAML undifgt Objektorientierung hinzu.
OCAML = Objective CAML.
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Geschichte von OCAML

ROBIN MILNER XAVIER LEROY
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Nochmal die Uhrzelt

Jetzt nbchten wir auch Fahrteimber Mitternacht hinaus erlauben.
Wie muss die Ausgabe aussehen?

Wie berechnen wir die Ausgabe?

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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L osung

Wir geben wiederum die Fahrzeit in Minuten aus.

Wir verwenden dieselbe Formel wie zuvor; bel negativem Ergebnis
addieren wir60 - 24.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Darstellung in Pseudocode

algorithm Fahrtzeit
INPUt San, Sab, Man, Map : Nat
output : nat
result Berechnung der Fahrtzeit in Minuten bei Abfahrt
um s, Uhr m,, und Ankunft ums,, Uhr m.,,.
begin
zWErg = (San — Sab) - 60 4+ Man — Map.
zwErg, falls zwErg > 0

Ergebnis =
zwhkrg + 60 - 24, sonst

end

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann

29



Progammierung

In OCAML

let fahrtzeit(s _ab,m _ab,s an,m _an) =
let zwErg = (s_an - s ab) * 60 + m_an - m_ab iIn
If zwkrg >= 0 then zwErg else zwErg + 60 * 24

In Java

public static int fahrtzeit(int s _ab, int m_ab, int s_an, int m_an) {
Int zwkrg = (s_an - s ab) * 60 + m_an - m_ab;
If (zwErg >=0)
return zwkrg;
else
return zwkrg + 60 * 24;
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pushl
movl
movl
subl
leal
leal
sall
addl|
subl
5
popl

L5:

addl

popl

In Assembler

%ebp

%esp, %ebp
16(%ebp), %eax
8(%ebp), %eax
(Yoeax,%eax,2), %edx
(Yoedx,%edx,4), %eax
$2, %eax

20(%ebp), %eax
12(%ebp), %eax

L5

%ebp

$1440, %eax
%ebp
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Kapitel 2. Konzepte funktionaler
Programmierung

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Der Funktionsbegriff

A und B seien Mengen. Eineunktion f von A nachB ist eine Zuordnung

vongenau einenklementy = f(x) zu jedem Element einer Teilmenge
A’ von A.

A’ ist derDefinitionsbereictvon f.

Ist A’ £ A, soistf eine partielle Funktion.
Man schreibtd” = D(f).

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Beispiele

f:R—=R
fla)=1/x
D(f) =R\ {0}

A = B = Endliche Folgen von Oen und len.

Ow, fallsz = 1w fureinw € A
flz) =

undefiniert sonst
D(f) = {1w | w € A}
g:N—N

x /2, falls x gerade
g(xr) =

3x + 1, sonst

D(g) =N

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Beispiele

f:N—N

[ das Kleinste: € N so daS%(g(g(. : .g(a:) ...) =1, falls es existiert
f(z) =« n Mal

undefiniert sonst

\

Es ist einoffenes Probleqob D(f) = N
Z.B.: f(27) = 111.
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Terminologie

f:A— B, D(f)=A.
A heil3tQuelle B heil3tZiel von f.

Wenna € D(f), soistf(a) derWertder Anwendungon f auf das
Argumenta.

_ fa  Prafixnotation
Man schreibt statf («) manchmal auch

af  Postfixnotation

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Funktionen mit zwel Argumenten

Sind A; und A; Mengen, so bildet man d&sirtesische Produkt
A1 X Ay ={(a1,a2) | a1 € A1 unday € As}

Ist f : A1 x Ay — B, so kann mary auf Paare anwenden.

Z.B.:
f:NxN—=N
f(z,y) =z + 2y
Man schreibnicht f((z, y)).

FUr solche Funktionen gibt es auch digixnotationz fy fur f(x,y). Etwa,
wennf ="'+,

Eine Funktion von4; x A, nachB heil3tzweistellig
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Funktionen mit mehreren Argumenten

SindA4,... A, Mengen, so bildet man das kartesische Produkt
Al X oee XAn:{(al,...,an) | a; EAZfUI'Z:1TL}

Die Elemente vo; x, ..., x A,, heilBenn-Tupel(Verallg. von Tripel,
Quadrupel, Quintupel, Sextupel,...).

Zum Beispiel

fahrtzeit : NXx N XN xN — N

Solch eine Funktion heil3t-stellig (Vokabeln:Stelligkeit n-ary, arity)

Nur aul3erst selten ist > 6.
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Kartesische Produkte als Ziel

Es gibt auch Funktionen, die Paare oder.gdarupel zuiickliefern.

divmod: N x N — N x N
D(divmod) = N x (N\ {0})
divmod(a, b) = (q,7), wobeia = gb + r undq,r € N undr < b

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Typen

Typen= Mengen gleichartiger Daten, die von Funktionen verarbeitet
werden.

BasistypenN, R, Z, B = {true false}, ...
Zusammengesetzte Typely: x --- x A,

In Pseudocode schreiben wir auch
nat, real, int, bool, A1 * ... * A n

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Terme

Termesind Ausdiicke mit Variablen (Platzhaltern).
Beispiel eines Termgs., — Sap) - 60 + man — mMap.
Dieser Term enthit die Variablens,y,, ma, undsa,, man

Kennt man die Werte der Variablen, die in einem Term vorkommen, so kann
man den Wert des Terms ausrechnen.

Damit der Term sinnvoll ist, muss man zu jeder Variablen angeben, aus
welcher Menge ihre Werte kommen sollen.

Man bezeichnet diese Menge als deimpder Variablen.

AulRerdemTyp des Terms Menge aus der die Werte des Terms zu
gegebenen Werten der Variablen entstammen.

Im Beispiel sollens,y,, m,p, unds,,, m., jeweils den TyaN haben. Der
Typ des Termsir die Fahrzeit hat auch den Ty
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Beispiele

Seiz eine Variable vom TyfR undp eine Variable vom Ty..
Was sind die Typen der Terme+ x, 1, [z], 2P?

Beachte: fir bestimmte erte kann ein Term undefiniert sein, etwafur
y = 0.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Funktionen aus Termen

Seienzq,...,x, Variablen vom TypA,, ..., A, (jewells).
Seit ein Term vom TypB, der alle oder einige dieser Variablen eidth

Wir bilden eine Funktion

function(xq,...,z,)t: Ay X --- X A, — B
(function(z1,...,z,)t)(a1,...,a,) = Wert des Terms, falls z; den Werta; hat.
Beispiel:

fahrtzeit= function(say, mab, San, Man ) (San — Sab) - 60 + Man — Map

Man schreibt statftunction(x, ..., x,)t auchA(xzy,...,x,)t (vgl. Logo
des TCS Lehrstuhls).
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Funktionstypen

Mit A; x --- x A,, — B bezeichnet man die Menge der Funktionen von
Ay x---x A, nachB.

Solche Mengendnnen als Typ von Variablen und als Typ von Termen
auftreten.

Zum Beispiel isfunction(z)x ein Term vom TypA — A falls x eine
Variable vom TypA ist.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Freie Variablen

Der Termfunction(z)x enthalt keine Variablen in dem Sinne, dass sein
Wert von ihnen abangt.

Die Variablex ist namlich infunction(z)x gebunden
Ebenso ist: in [, e*dz gebunden.

Variablen, die “echt” in einem Term vorkommen, bezeichnet maffrails
Variablen.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Freie Variablen in Funktionstermen

Ein Funktionsterm kann trotzdem freie Variablen enthalten:

function(z)x + y

enthalt die Variabley. Der Wert des Termsangt vom Wert der Variablen
ab (und ist dann die Funktion “addieg®).

Anderes Beispiel: der Terrf)™~ e~ *' f(¢)d¢ entralt die Variables vom Typ
R und die Variablef vom TypR — R.
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Lokale Definitionen

Terme dirfen auch informelle deutsche Beschreibungen enthalten:
das kleinste gemeinsame Vielfache woaondy

Ist ein Term mit den Variablem undy.

x + vy, wobely = 10
Ist ein Term mit der Variablen. Die Variabley ist wiederumgebunden
0,fallsz <0;1,fallsz >0

Ist ein Term mit der freien Variablen.
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Standardnotation

In Pseudocode (und afer in der Programmierung) verwendet man gern
standardisierte Notatiomf solche Terme.

Statt
t1, wobelx = to
schreiben wir
let z = ¢y In ¢4
Statt
t1, falls Bedingung A und, sonst
schreiben wir

If Bedingung Athen t; elset,

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann
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Beispiel

Erweiterte Fahrzeitberechnung:

function(s,p, Mab, San, Man)
let ZWErg= (San — Sab) * 60 + man — Mmayp, IN
let minProTag= 24 - 60 in
If zwErg> 0 then zwErgelsezwErg+ minProTag

Beachte: im Skript werdelet Konstrukte mitend abgeschlossen. Wir
machen das nicht, es ist aber auch kein Fehler.
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Formulierung von Bedingungen

EineBedingungst ein Term vom Ty@® = {true, falsch} (im Pseudocode
geschriebeiool ).

Zur Formulierung von Bedingungen verwenden wir z.B. die
Vergleichsoperationen

<,>,<,>:NxXxN-—->B

Fur diese verwendet man die Infixnotation, alse = statt< (3, x).

Bedingungen kann man mit den logischen Operationen, —
zusammensetzen.

r<T7TNx > 8.
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Typannotate

Man kann Quelle und Ziel eines Funktionsterms auch in diesen aufnehmen:

Statt

f:Ai x---xA, — B

f = function(xq,...,x,)t
schreiben wir auch
f = function(x1:A41,...,x,:A4,)B t
oder

f = function(x1:41,...,x,:A,)B:t Notation aus dem Skript
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Beispiele

function(sap.nat, Mmap:NAt, san:Nat, m,,:nat)nat
let ZWErg= (San — Sab) * 60 + man — Mayp, IN
let minProTag= 24 - 60 in
if zwErg> 0 then zwErgelsezwErg+ minProTag
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Rekursive Funktionen

Man kann eine Funktiorf : A — B durch einen Term definieren, der selbst
Aufrufe von f enthalt.

Beispiel:

fakultat = function(n)if n = 0 then 1 elsen - fakultat(n — 1)

Dies bezeichnet man ailskursive Definition

Wie man formell den Wert einer rekursiv definierten Funktion (kurz:
rekursiven Funktion) bestimmt, sehen wiasgr.

Jetzt rechnen wir einfach aus:

fakultat(3) = 3-fakultat(2) = 3-2-fakultat(1) = 3-2-1-fakultat(0) = 3-2-1-1 =6
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Rodelheim

Beachte: Rekursion ist eine Quelle von Undefiniertheit:

Wenn
f = function(n)if n = 0then1 elsef(n + 1)

dannistf(0) = 1 und f(n) undefiniert tirn > 0. Also f : N — N, aber
D(f) ={0}.
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Mehr Rekursion

Die Fibonacci-Zahlen:

fio: N— N
fib = function(n)if n = 0then 1 else ifn = 1 then 1 elsefib(n — 1) + fib(n — 2)
Interpretation: fijn) = Hasenpopulation nach Monaten unter der

Annahme, dass Hasen jeden Monat einen Nachkommen haben, dies aber
erst ab dem zweiten Lebensmonat.

V541
9

fib(n) ~ (Yor )
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Nochmal 3n+1

g = function(n)if n mod2 = 0 thenn/2 else3n + 1
f = function(n)if n = 1 then 0 elsel + f(g(n))
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TUurme von Hanoi

Es gibt drei senkrechte &te. Auf dem ersten liegengelochte Scheiben
von nach oben hin abnehmendetGe.

Man soll den ganzen Stapel auf den dritten Stab transferieren, darf aber
Immer nur jeweils eine Scheibe entweder nach ganz unten oder auf eine
grol3ere legen.

Angeblich sind in Hanoi ein paar &fiche seit Urzeiten mit dem Fall
n = 64 befasst.
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L osung

Flurn = 1 kein Problem.

Falls man schon weil3, wie egrfn — 1 geht, dann schafft man mit diesem
Rezept die oberstem— 1 Scheiben auf den zweiten Stab (die unterste
Scheibe fasst man dabei als “Boden” auf.).

Dann legt man die @f3te nunmehr freie Scheibe auf den dritten Stapel und
verschafft unter abermaliger Verwendung der Vorschiiftf — 1 die
restlichen Scheiben vom mittleren auf den dritten Stapel.
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L Oosung in Pseudocode

Turm={1,2,3}

Befehle= {(i,7) | ¢,5 € Turm,¢ # j}

Befehlsfolge= {b | es gibtn so dass53 € Befehlé'}

Losung: N x Turm x Turm — Befehlsfolge

Losung= function(n, i, j)
Liefert Befehlsfolge zum Transfer vonScheiben von nachj
If + = 5 then leere Befehlsfolge
elseletk =6 —4i—jin

Losundn — 1,4, k)" (4,5) "Loésundn — 1, k, 5)
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Technik der Einbettung

Im Beispiel mussten wir eine allgemeinere Funktion rekursiv definieren.

Versuchen wir, nur die Funktion “verschiebe von 1 nach 2” zu definieren,
dann ergibt sich keine rekursiveésung.

Haufig muss man vor einer rekursiveiddung das Problem generalisieren.

Diese Technik bezeichnet man &ls\bettung
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Beispiele von Einbettung: Primzahlen

Man soll bestimmen, ob eine Primzabhl ist.

Gesucht istPrim nat — bool mit istPrim(n) = true gdw.,n prim.

IStPrim = function(n)if n = 0vn = 1 then false else iln = 2 then true else?
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Primzahlen

keineTeiler= function(n:nat, k:nat)bool
pre Stellt fest, oln keine Teiler im Bereiclt ... n — 1 hat
If kK > n —1then true
else-(k | n) A keineTeile(n, k + 1)

IStPrim = function(n:nat)bool

n > 1 A keineTeilefn, 2)
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Beispiel: Binare Suche

Man soll ein Wort im Lexikon suchen.

suche: Lexikon x Wort — bool

suchél, w) = “w kommt inl vor”

Noch nicht detallliert genug.

Wir nehmen an, es gibt eine Funktion
ntesWort: Lexikon — Wort

die dasn-te Wort im Lexikon liefert.
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L 0sung eins: alle durchprobieren

sucheBis= function(l, w, n:nat)bool
If n = 0 then false else
sucheBigl, w,n — 1) V w = ntesWortl, n)
suche= function(l, w)
sucheBi¢l, w, anzahlWbrter(())
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L osung zwel: birare Suche

sucheVonBis= function(/, w, i:int, j:int)bool
If 7 > 5 then false else
If « = j then ntesWort/, i) = w else
letm = |(i+7)/2]in
let w,,, = ntesWortl, m) in
If w,,, = w then true else
if w kommt vor ntesWolt, m) then
sucheVonBi§l, w,i,m — 1)
elsesucheVonBi§l, w,m + 1, 7)
suche= function(l, w)
sucheVonBi§l, w, 1, anzahlWbrter(7))
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Abstiegsfunktion

Um festzustellen, ob eine rekursiv definierte Funktiondin Argument
definiert ist, kann man eine Abstiegsfunktion verwenden.

Sei
f:A— B
f = function(x)®(f, x)
eine rekursive Definition einer Funktigh: A — B.

¢ (f, ) bezeichnet hier den definierenden Term, der sovfohls auche
enthalt.

Sei A’ C A eine Teilmenge vorl und werde in®( f, x) die Funktionf nur
fur Argumentey € A’ aufgerufen.

Sei®( f, ) immer definiert, wen: € A’ und f(y) definiert ist fir alle
Aufrufe f(y) in ®(f, z).

Dann muss noch nicht unbedingt geltéhC D( f).
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Abstiegsfunktion

Sei nun zugtzlichm : A — N eine Funktion mitd” C D(m) mit der
folgenden Eigenschaft:

Im Term®( f, x) wird f nur fur solchey € A" aufgerufen, tir die gilt
m(y) < m(x).
DannistA’ C D(f).

Man bezeichnet so eim als Abstiegsfunktion
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Beispiel Fakultat

fakultat(n:nat) = if n=0 then 1 elsen - fakultat(n — 1)

Hier nehmen wird’ = nat undm(x) = .
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Beispiel keineTeller

keineTeiler= function(n:nat, k:nat)bool
pre Stellt fest, oln keine Teiler im Bereiclt ... n — 1 hat
If £ > nthentrue

else—k | n A keineTeiletn, k + 1)

Hier setzen wird” = nat x natundm(n, k) = if £ > n then0 elsen — k.
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Wohlfundierte Relationen

Definition SeiM eine Menge. Eine RelatioR C M x M ist wohlfundiert,
wenn es keine unendliche Folge, a-, as, ... von Elementen i/ gibt
sodassi; 1 Ra; fur alles > 1.

Ist R eine wohlfundierte Relation auf einer Meng€, so kann man anstelle
einer Abstiegsfunktiomn : A — N auch eine Abstiegsfunktion

m : A — M wahlen, derart dass(y) Rm(x) wennf(y) in ®(f, x)
aufgerufen wird.
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Beispiele

M =NundzRy < x < .

M =NundzRy < y=x+1

M =N xNund(z1,z2)R(y1,y2) © 1 < y1 Va1 = 22 AN y1 < ¥yo.

Mit dieser wohlfundierten Relation kann man die Ackermannfunktion

rechtfertigen:

ackermann= function(z:nat, y:nat)nat
If £ =0theny + 1 else
If y = 0thenackermanfw —1,1)

elseackermantx — 1, ackermanf,y — 1))

Hier wahlen wir die Abstiegsfunktiom(x,y) = (z,y).
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Verschrankte Rekursion

Manchmal rufen sich zwei Funktionen gegenseitig rekursiv auf. Das ist
verschéankte Rekursion

Beispiel

gerade= function(x:nat)if x = 0 then true elseungeradér — 1)

ungerade= function(z:nat)if z = 0 then false elsegeradéxr — 1)

Es ist gerader) = (x mod2=0).
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Verschrankte Rekursion Uber kartesische Produkte

Man kann verschimkte Rekursion durch Produkte simulieren:

gerade/ungerade function(x:nat)bool x bool
If =0 then (true, false) else
let (¢, u) = gerade/ungerade — 1) in
(u, 9)

Stimmen die Quellen der beiden versahikt rekursiven Funktionen nicht
Uberein, dann muss man das Produkt der beiden Quellen nehmen.

Diese Simulation legt auch nahe, was von einer Abstiegsfunkiion f
verschankt rekursive Funktionen zu fordern ist.
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Induktionsbhewelise

So wie man eine Funktion rekursiv definieren kann, also durarckgriff”

auf andere (hoffentlich schon bekannte) Funktionswerte, so kann man eine
Behauptung dadurch beweisen, dass manisiaridere Elle als bereits
bewiesen voraussetztkursiver Bewels

Natirlich muss man dann argumentieren, dass die Kette der rekursiven
Ruckgriffe irgendwann abbricht, wozu sich wiederum die Abstiegsfunktion
anbietet.

Ein solcher rekursiver Beweis mit Abstiegsfunktion ist ein
Induktionsbeweis
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Induktionsprinzip

Sei
e R eine wohlfundierte Relation auf einer Meng#,
e m : A — M eine Funktion,
e P C Aeine Teilmenge von.
Falls fur allea € A qilt
“aistin P unter der Annahme, dass alle= A mit m(y) Rm(a) in P sind”

dann istP = A.
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Bewels des Induktionsprinzips

Aquivalente Formulierung der Bedingung:
“Falls a ¢ P dann existierty € A mit m(y)Rm(x) undy ¢ P”.

Ein einziges Gegenbeispiel¢Z P zieht also eine unendlich lange Kette von
Gegenbeispielen nach sich im Widerspruch zur WohlfundiertheitRion

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann

76



Induktion

Oftmals istA = Nundm(n) = nundzRy, fallsy = « + 1.
Hier muss mar® € P ohne Voraussetzungen zeigen.

Beia = y + 1 darf man abey € P schon voraussetzen.
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Beispiel

Behauptung: Jedes nur denkbare Verfahren zum Transferw@&theiben
braucht mindestern®® — 1 Befehle.

Sei P die Menge derjenigen Zahlenfur die das qilt.
0 € Pistklar, da2’ — 1 = 0.

Sei jetztn > 0. Irgendwann wurde die gfite Scheibe verlegt. Dazu aber
mussem — 1 Scheiben weggeschafft worden sein (auf den Hilfsstapel).
Nach Annahme kostet das mindestéfis! — 1 Befehle. Danach iissen
dien — 1 Scheiben auf die g3te verschafft werden: wiedgf ! — 1
Befehle. Insgesamt alsb 2"~ — 2 +1 = 2" — 1 Befehle.
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Beispiel

Seig = @ Beachtep? = ¢ + 1.

Behauptung: Es ist fin) = a¢™ + b(—¢) ™™ wobeia + b = 1 und
ap —b(1/¢) = 1.

Sei P die Menge den fur die das wabhr ist. Wir @hlenm(z) = x und
yRr &y < .

Esist0 € P und1l € P (Nach Def. voru, b; bei Zweifel nachrechnen)

Wennn > 2, dann

fib(n) = fib(n — 1) +fib(n — 2) = a1 + b(—¢) " +agp™ 2 +
b(—¢) " =ad™ (¢ + ) +b(=0) T (—¢ + ¢?) = ag™ +b(—¢) 7",
Alson € PundP = N.
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Kettenbruch und Kettenwurzel

Esist¢p? =1+ ¢, also(1/¢) = m, also

1

1

1—|—1Jr T
14+ 11
141

1/¢ =

AuBerderrub:\/1+¢,aIsoq5:\/1+\/1+\/1+\/1+....

Die Zahl¢ = Y51 heifit
/ 1/
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Pflasterung

Es gelte, eir2 x n Rechteck mit Dominos der GRe2 x 1 zu pflastern.
Behauptung: Die Anzahl der Mbglichkeiten, das zu tun baigt fib(n).
Sei P die Menge den, fur die das qilt.

Sein fest aber beliebig vorgegeben. Wenr< 1, dannn € P.

Wennn > 1, dann gibt es zwei Kglichkeiten, die linke obere Eckeu
pflastern. Entweder mit einem senkrechten oder mit einem waagrechten
Domino. Im ersten Fall bleibt ein Rechteck detdGe2 x (n — 1) zu
pflastern. Dan — 1 € P gibt es daiir fib(n — 1) Moglichkeiten. Im anderen
Fall ist man gezwungen auf die linke untere Ecke auch ein waagrechtes
Domino zu legen—es bleibt ein Rechteck dedGe2 x (n — 2), welches
man auf fign — 2) Arten pflastern kann.

Insgesamt hat man also fib— 1) + fib(n — 2) = fib(n) Moglichkeiten und

esistn € P.
4HOhere Machte befahlen: Linke obere Ecke schwarz males @R POLKE)
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Exponentiation

exp = function(z:real, n:nat)real
If n=0then1
else ifn geradethen exp(z, n div 2)?

elseexp(z,n div 2)? - x

Hier istx div 2 die ganzzahlige Division, z.B5,div 2 = 2.

Man beweise: exgx,n) = z™.
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Polymorphe Funktionen

Manchmal gestattet ein Term mehrere Typisierungen. Man kann ihm dann
einen Typ mit Typvariablen zuweisen.

Typvariablen bezeichnen wir mit griechischen Buchstatkenf, ~.
Ein Typ mit Typvariablen heifldolymorpher TygauchPolytyp.
Ein Typ ohne Typvariablen heil3t auaimnomorpher TyauchMonotyp.

Beispiele:

erstesa x 8 — «

erstes= function(zx, y)x

tauschha x 8 — B X «

tausch= function(z:a, y:63)(y, =)
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Polymorphe Funktionen

Man kann eine polymorphe Funktiongn typ — typ’ mit einem Argument
x aufrufen, falls es eine Ersetzung der Typvariabletypgibt, sodass der
Typ vonx herauskommt.

Das Ergebnis des Aufrufe§x) hat den den Typ, der sich durch dieselbe
Ersetzung der Typvariablen tgp’ ergibt.

tausch7,13) = (13,7) : nat x nat
tausclitrue, —13) = (—13,true) : int x bool

tauschi3.14, false) = (false 3.14) : bool x real
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Funktionen hoherer Ordnung

Wir haben schon gesehen, dass Funktionen als Argumente anderer
Funktionen auftretendnnen.

Funktionen Knnen auch als Wert ziickgegeben werden:

plus= function(x)

function(y)z + vy

plus2) = function(y)y + 2, also die Funktion “addiere zwei dazu”.
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Funktionen hoherer Ordnung

Allgemein kann man zu jeder Funktion

fr:typy X oo X typ, — typ
eine Funktion
fotyp — typ, — - = typ, — typ
definieren durch
fo = function(z; )function(zs) ... function(z, ) fi(z ..., z,)
Esist
foxixo ...y = f1(x1,...,2p)
Wir bezeichnery, als dasCurryingvon f; und f; als dasJncurryingvon

f2. (Nach dem Logiker ASKELL CURRY (1900-1982))
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Funktionen hoherer Ordnung

CURRY (1900-1982) BHONFINKEL

Schonfinkel gilt als der eigentliche Erfinder des “Currying”.
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lteration und Komposition

iteriere= function(f:a — o, z:a, n:nat)«

If n = 0 then x elseiterierq f, f(x),n — 1)

Esist
iterierq f, x, n) :\f(f(f(...i(x)...)

n Mal

Andere Notation: iteriergf, x,n) = f(x).

komponiere= function(¢:8 — v, f:a — B)a — ~

function(z:a)g(f(x))

Andere Notation: komponie(e, f) = g o f.
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Noch ein Beispiel zur Induktion

Seienf : A — Bundg : B — A beliebige Funktionen.

Fur allen ist

g(iterierg komponier¢f, g), x,n)) = iterierg komponierég, f), g(z),n)
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Kapitel 3. Funktionale Programmierung Iin
OCAML
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Arbeiltsweise von OCAML

OCAML hat zwei Modi:

¢ Interaktiver Modus: Man gibt Definitionen ein; OCAML wertet sie aus
und zeigt den Wert an.

e Compilierender Modus: Man schreibt ein OCAML Programm in eine
oder mehrere Datei. Der OCAML Compilabersetzt sie und liefert ein

ausfinrbares Programm (“EXE-Dater”).

Wir befassen uns haugtshlich und zuachst mit dem interaktiven Modus.
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OCAML-Sitzung

Eroffnen einer OCAML Sitzung durch Eingabe vonaml .
Es erscheint die Ausgabe:

Objective Caml version 3.06

#
Das Zeicher# ist einPrompt Es fordert uns auf, eine Eingabe atigen.

# let a = 18.35;;

val a : float = 18.35

# let aquadrat = a *. a;;

val aquadrat : float = 336.7225
# let b = -0.31 /. a;;

val b : float = -0.01689373297

Die Eingaben nach dem Prompt wurden vom Benutzeitmgf die mitval
beginnenden Zeilen sind Ausgaben von OCAML.
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OCAML und Xemacs

Mit xemacs rufen Sie den Xemacs-Editor auf.

Jede Student(in) der Informatik sollte Xemacs kennen.

Mit dem KommanddV-x shell machen Sie ein Terminal Fenster auf.

Dort geben Sie das Kommando

export TERM=xemacs;ocaml

ein. Dann lbnnen Sie wie gewohnt mit OCAML arbeiten, haben aber die
Moglichkeit, mitM-p undM-n die letzten Eingaben wieder heraufzuholen

und die Kommandozeile zu editieren.

Hinweis: die NotatiorM-x bedeutet gleichzeitiges Decken vor

Alt

X.
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FlielSkommaarithmetik in OCAML

Der OCAML Datentypfloat umfasst-lieltkommazahlen

Das sind “reelle” Zahlen, wie sie im Taschenrechner vorkommen, z.B.
17.82, 2.3e-1, -25.1

Die Zahl der Nachkommastellen dellantisseist beschankt (auf ca. 15).
Der Exponenist auch besclankt (auf 304).

Grund: Einefloat  Zahl muss in 64bit passen.

Die arithmetischen Operationen —, x, / werden in OCAML als
+. - % geschrieben.

Konstanten des Tyd®at haben entweder einen Dezimalpunkt oder ein
e (groRe<E ist auch erlaubt).

10 ist kein Element des Typtoat , sondern ein Element des Tyjog .
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Vorsicht mit Rundungsfehlern

# let originalpreis = 3el4;; (* 300 Billiarden Euro *)

val originalpreis : float = 3e+14

# let sonderpreis = originalpreis -. 0.05;; (* 5ct Rabatt *)
val sonderpreis : float = 3e+14

# originalpreis -. sonderpreis;;

- . float = 0.0625 (* Ups *)

#
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Kommentare

Kommentaraverden in(* ...*) eingeschlossen.

Sie haben auf den Programmablauf keinen Einfluss, dienen aber der
Verst@ndlichkeit und der Dokumentation.

Es gibt auch daRauskommentiergicommenting ogtvon derzeit nicht
berdtigten Programmteilen.

Leider werden oft zuwenig Kommentare geschrieben.

Leider wird oft ein Programm vandert, die Kommentare aber nicht.
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Ganze Zahlen in OCAML

val x : int = 0
# let x = 1729:;;
val x : int = 1729

# let z = 13;;
val z : int = 13
#z* X,

- int = 22477
#

Datentypint ={-230 .. .,23 11 =~ Z.

Operationen#*, -, *, /, mod

Einen Datentymat gibt es nicht!
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Uberlauf

let guthaben = 800000000;;
guthaben * 2;;
- . int = -547483648

Grund:1.6Mrd > 239,

Bei Uberlauf wird einfach ganz unten (bei23°) wieder angefangen. Vgl.
“Asteroids”.
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Funktionen in OCAML

let f = function (x:float) -> (1./.x : float);;
val f : float -> float = <fun>

Typannotate sind (meistens) wiiy.

# let f = function x -> 1./.x;;
val f : float -> float = <fun>
# let mittel = function (x,y) -> (X +. y). 2.;;
val mittel : float * float -> float = <fun>
# let loesung = function (a,b,c) ->
(-.b +. sgrt(b*.b -. 4.*.a*.c))/.(2.*.a);;
val loesung : float * float * float -> float = <fun>
# loesung(1.,-1.,-1.);;
- . float = 1.61803398875
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Alternative Notationen fur Funktionen

Statt

# let f = function x -> function y -> function z -> Xx+y+z;;
auch

# let f = fun Xy z -> xty+z;;
val f . int -> int -> int -> Int = <fun>

oder
#let f Xy z = x+y+z;;
Natirlich auch mit nur einem Argument:

# let f(x,y,z) = x +y + z;;
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Rekursion

# let rec fak = function n ->
if n = 0 then 1 else n * fak (n-1);;
val fak : int -> int = <fun>
# fak 10;;
- . Int = 3628800
# fak (-1);;

Stack overflow during evaluation (looping recursion?).

Alternativnotation

# let rec fak n =
If n = 0 then 1 else n * fak (n-1);;
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Die Fibonaccizahlen mit floats

# let rec fib n =
f n=01]| n=1 then 1. else fib(n-1)+.fib(n-2);;
val fib : int -> float = <fun>

Alternative Definition

# let rec fib2 n = if n=0 then (1.,1.) else
let (u,v)=fib2(n-1) in (v,u+.v);;
val fib2 : int -> float * float = <fun>

Esistfib2 n = (fib n,fib (n+1)).
Beweis durch Induktion.

# fib 40;;

Braucht mehrere Minuten

# fib2 40;;

Braucht nur ein paar Millisekunden. Warum?
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Verschrankte Rekursion

# let rec gerade x = if x = 0 then true else ungerade (x-1)
and ungerade x = if x = 0 then false else gerade (x-1);;

val gerade : int -> bool = <fun>

val ungerade : int -> bool = <fun>

# gerade 10;;

- . bool = true

Mehrerelet -Definitionen (insbesondere) rekursivérinen mithilfe von
and zu einer einzigen zusammengefasst werden.
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Bezeichner

Bezeichne(engl.:identifier) dienen der Bezeichnung von Albkzungen
(Definitionen) und Variablen.

Sie missen in OCAML mit einem Kleinbuchstaben oder demaerscore
() beginnen.

Danach dirfen beliebige Buchstaben, Zahlen, sowie die Symbole
(Underscore) und (Hochkommaengl.quotg benutzt werden.

Legale Bezeichneeins , x789, zahlen_wert , gueteMass |,
__ DEBUGX’

lllegale BezeichnerEins , 1a, zahlen-wert , GueteMass .

Ich rate von der Verwendung von Umlauten uhah Bezeichnern ab.
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Schlusselvworter

Bestimmte Worter, die in Sprachkonstrukten verwendet werden sind auch
nicht Bezeichner erlaubt. Dazu gaien z.B..

and else false fun function If In let

Eine vollséndige Liste findet sich in der OCAML Dokumentation.

# let else = 9;;

Syntax error

# let let = 1;;

Syntax error

# let fun = 8;;

Syntax error

#

let false = 0;;

This expression has type int but is here used with type bool
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Polymorphie und Funktionsparameter

# let komponiere g f = fun x -> g(f x);;

val komponiere : (a -> 'b) -> (c -> 'a) -> 'c -> 'b = <fun>

# let rec iteriere f n = if n=0 then (fun x->X) else
komponiere f (iteriere f (n-1));;

val iteriere : ('a -> 'a) -=> Int -> 'a -> 'a = <fun>

Beachte: Typvariablen beginnen mit Hochkomnaa,(b ,...)
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Zeichenketten

Zeichenketten bilden den Datentging

# let vorname = "lbn Musa";;

val vorname : string = "lbn Musa"
# let nachname = "Al Chwarizmi";;
# let name = vorname ~ nachname;;

val name : string = "lbn MusaAl Chwarizmi"

# let name = vorname ~ " " © nachname;;

val name : string = "lbn Musa Al Chwarizmi"

# String.length name;;

- int = 21

Die FunktionString.length bestimmt die [Ange einer Zeichenkette,

die Funktion™ (infixnotiert) verkettet zwei Zeichenketten.

Die Verkettung heil3t auckonkatenatior(von lat.catenaKette).
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Zeichen

Eine Zeichenkette ist aus Zeichen zusammengesetzt.

Die Zeichen (englcharactel) bilden den Datentyphar .

Zeichenkonstanten werden in Hochkommata eingeschlossen:

# let z1 = 'a’;;

val z1 : char = 'a
# let z2 = '#;;

val z2 : char = '#
# let z3 = 'W’;;

val z3 : char ='W’
#

Zeichen sind BuchstabeA{Za-z ), Ziffern (0-9 ), druckbare
Sonderzeichen. Am besten nur
1"$%&/I)="{\N"@-_.,;:#+*|<> A+

Vorsicht mitf3ga, usw.
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Nicht druckbare Zeichen

Aul3erdem gibt es nicht druckbare Zeichen wie “Zeilenumbruck®\(ing.

In OCAML notiert man dieses Zeichan .

Den “Ruckschagen” packslashnotiert man\ .

Das Hochkomma notiert mah .

Das Anfihrungszeichen notiert mah .
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Vergleichsoperationen

Die Vergleichsoperationen, >, =, <=, >=  haben in OCAML den
Typ

'a * 'a -> bool

Beiint, float bezeichnen sie digbliche Ordnung.

Bei bool gilt false < true

Beichar qilt die ASCII-Ordnung, siehe [Kiger, S.33], also etwa

T <O <'Q<g<T<V

Beistring  qilt die lexikographische Ordnung

Bel allen anderen Typen gagt es zu wissen, dasseinetotale Ordnungst.

Bei Funktionstypen ist die Verwendung von Vergleichsoperationen ein
Fehler.
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Lexikografische Ordnung

Seienu = uq,...,u,, undv = vy, ..., v, Zeichenketten (also
u;,v; € char .

Es giltu < v gdw., entwederm = 0 undn > 0 oderu; < v, oderu; = v
undus, ..., Uy, < Vg, ..., U,

Z.B.

"AAAAAAA" < "Anderer Schluesseldienst"

"Martin" < "Martina"
"Lexikografisch" < "Lexikon"
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Boole’'sche Operationen

Pseudocode OCAML
A &&

\ |

— not

GEORGEBOOLE 1815-1864

Schaltjahre sind durch 4 teilbar aber nicht durch 100 es sei denn durch 400.
Ubung: Man schreibe einen Ausdruck, dere ist gdw.jahr ein
Schaltjahr ist.
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Zusammenfassung Basistypen, Basisfunktionen

Arithmetische Operationen

+, - 7 int*int->int
/ int*int->int
mod Int*int->int
+., -, *.,L float*float->float

Vergleichsoperationen
=,<,><=>=<> 'a*a->bool
Boolesche Operationen

not bool->bool
||, &&

Konkatenation

bool*bool->bool

~

string*string->string

Ganzzahlige Division

Rest. Infixnotiert.

Undefiniert tir Funktionstypen

<>: ungleich

Fur weitere Operationen siehe OCAML Standard Library
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Dateleingaben

Sie kbnnen eine Folge von OCAML Eingaben auch in eine Datei schreiben.
Dabei dirfen Sie die; weglassen.

Diese Datel Bnnen Sie dann mit
# #use Dateiname

laden. Der Effekt ist derselbe, alatten Sie alle Eingaben von Hand
gefatigt.

Es empfiehlt sich die Dateiendunyl
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Kapitel 3.3 Syntaxdefinitionen
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Syntax

Syntax: Festlegung des Satzbaus.
Beispiele syntaktisch falscher deutschatze:

Kai liest eine Buch. Buch lesen Kai. Kai prl1&. Kai liest ein Buch, weil inr
Ist langweilig.

Beispiele syntaktisch falscher OCAML-Phrasen (Frasen?):

let let x = 3 In 2:;

let If = 1:;
2 + * 3
2 . 3
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Semantik

Semantik: Festlegung der Bedeutung eines Satzes.

Semantische Fragen im Deutschen: Worauf bezieht sich ein
Relativpronomen? Welchen Einfluss haben Fragepartikel wie “eigentlich”,
“‘denn”? Wann verwendet man welche Zeitform?

Semantische Fragen bei OCAML: Was ist der Wert von Auskien wie

let Xx = 1inlety = xinlet x = 2 in vy;
let x = 1./.0. in 2:;
let rec f x = f x in if true then 1 else f O

Grundfrage der Semantidon Programmiersprachen: Welche Wirkung hat
ein syntaktisch korrektes Programm?

Aus historischen Giindenwerden Fragen der Tyaberptifung auch der
Semantik zugerechnet.
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Formale Syntax

e Ein Alphabetist eine endliche Menge, deren Elemegienbole
genannt werden.

e EineZeichenkettgauch\Wort) Ulber einem AlphabeX ist eine endliche
Folge von Elementes, ..., o, von, wobein > 0. Man schreibt ein
Wort alsoq0s ... 0,,. Der Falln = 0 bezeichnet dasere \Wort
geschrieben.

e Die Menge aller Vdrteriber>: wird mit >* bezeichnet. Zu zwei
Worternw = o1 ..o, Undw’ = o7 ... o), bildet man die/erkettung
(Konkatenationww’ = oy ...0,0% ...0, .. ESistew = we = w und

/!

(ww")w"” = w(w'w").

e Eineformale Sprachést eine Teilmenge voi™.
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Beispiele

Y, ={a,b}.

WorteruberX:: aaba, baab, bababa, baba, €, bbbb.
SpracheniberX: (), {a, b}, {a™b" | n € N}.

> =1{0,1,...,9,e,-,+,. ,E}.

WorteruberX:: -1E98 , --2e-- ,32.e

SpracheruberX:: Syntaktisch korrektloat  Konstanten,
{e™ | n gerade.

¥ ={0,...,9,if ,then ,let ,...}

SprachdiberX:: alle syntaktisch korrekten OCAML Phrasen.
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Beispiel: OCAML-Bezeichner

e Bezeichner sind Zeichenkettéber dem Alphabet
»={A...,Z,a,...,2,0,...,9," ,_}. Bezeichner riasssen mit einem
Kleinbuchstaben oder dem Zeicheheginnen.

e Ein Buchstabast einKleinbuchstab®der einGrolsbuchstabe
e EinKleinbuchstabdst ein Zeichera, ..., z.
e Ein Grol3buchstabest ein ZeicherA, ..., Z.

e EineZifferist ein Zeicher0,...,9.
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Formale Definition als BNF-Grammatik

BNF = Backus-Naur Form

(Bezeichner := {(KIBuchst | _}{(Buchs} | (Ziffer) | " | _}*

(Buchst .= (KIBuchsy | (GrBuchs}

(KIBuchst == a|b|c|d|e|f |g|h]|i |] |k]|l |m|n|oO
plalr|s|tjufv]w|[x]|y]z

(GrBuchsj == A|B|C|D|E|F|G|H|I |J|K|L|M|N|O

[PIQIRIS|TIU[VIW X[Y]|Z
01]2(3]|4]5|6[7|8]9

(Ziffer)
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float -Literale

Literal = Konstante in einer Programmiersprache.

(float-Literal) ::= [(Vorzeicheh(Mantisse|[(Exponeni]
(Vorzeichemp == - |+

(Mantisse = {(Ziffer)}T[. {(Ziffer)}*]
(Exponent = {e | E}[(Vorzeicheh{(Ziffer)}*

ZusatzlicheKontextbedingundgentweder ein Dezimalpunkt, oder esroder
ein E muss vorhanden sein.

Ubung: man verbessere die BNF Darstellung so, dass diese
Kontextbedingung wegfallen kann.
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Syntax der BNF

Eine BNF-Grammatik ist ein Quadrupél= (3,V, S, P).
e X ist die Menge der Terminalsymbole, meistGourier gesetzt.

e I/ ist die Menge der Nichtterminalsymbole, meist in spitze Klammern
gesetzt. Im Beispiel:
V' = {(float-Literal), (Mantisse, (Vorzeiche, (Exponent}.

e S € V istein ausgezeichnetes Nichtterminalsymbol, Sigstsymbal
Im Beispiel:S' = (float-Literal).

e P ist eine endliche Menge vaaroduktionerder FormX ::= ¢, wobel
0 eineBNF-Satzforms.u., ist.
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BNF-Satzformen

e Jedes Symbol iy U X ist eine BNF Satzform.

e Sind~q,...,v, BNF-Satzformen, so aueh | - - | v, (Auswah).
e Sind~q,...,v, BNF-Satzformen, so auch ..., (Verkettunyg.
e Ist~ eine BNF Satzform, so audhy} (Klammerung.

e ISt~y eine BNF Satzform, so audhy }* (Iteration).

e Ist~ eine BNF Satzform, so audh/}* (nichtleere Iteratioi).

e Ist~ eine BNF Satzform, so augh| (Option).

Eine Satzform der Gestajt | - - - | 7, muss immer geklammert werden, es
sel denn, sie tritt unmittelbar als rechte Seite einer Produktion auf.
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Diese Folie wurde gestrichen, die folgende sinngBmeanddert.
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Semantik der BNF

SeiG = (3,V,S, P)und X € V ein Nichtterminalsymbol. Ein Wor# ist

ausX herleitbar (“ist einX”, “istin £(X)"), wenn man es auX durch die

folgenden Ersetzungsoperationen erhalten kann:

Falls X ::=~1 | --- | 7, eine Produktion ist, so darf man ein
Vorkommen vonX durch eines def; ersetzen.

Ein Vorkommen von{~; | --- | 7, } darf man durch eines det
ersetzen. n-mal

Ein Vorkommen von{~}* darf man durchr[y}{y} e {fyf mitn >0
ersetzen. n-TaI

Ein Vorkommen von{~}* darf man durcﬁy}{y} . {y}? mitn > 0
ersetzen.

Ein Vorkommen von{~} darf man durchy ersetzen, wenn nicht von
der Fornry | -« | 7y, ist.

Ein Vorkommen vorj~| darf man durcH~} ersetzen, oder ersatzlos
streichen.
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Beispiel

(float-Literal) — [(Morzeicheh|(Mantisse|(Exponent] —
(Mantisse[(Exponent] — {(Zziffer)}*[. {(Ziffer)}*][(Exponent] —
{(ziffer)}T. {(Ziffer)}*[{Exponent] —

{(ziffer)}T. {(Ziffer) }{(Ziffer) }[{(Exponen}] —

{(ziffer)}. {(Ziffer) }{(Ziffer) }[(Exponent] — 2.71 (Exponent —
2.71 {e | E}[(Vorzeicheh{(zZiffer)}* —

2.71E (Vorzeichew{ (Ziffer) }{ (Ziffer) } { (Ziffer)} —

2.71E {- | +}001 — 2.71E-001

Also 2.71E-001 < L({float-Literal)).
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Kontextbedingungen

Manche syntaktische Bedingungen lassen sich mit BNF nur schwer oder gar
nicht formulieren.

Man gibt daher manchmal zaizlicheKontextbedingungean, denen die
syntaktisch korrekten Wter zugtzlich geriigen niissen.

Beispiele:

e Bezeichner drfen nicht zu den Schikselvartern geloren wie z.B.
let ,if ,etc.

o float-Literale missen , e, oderE enthalten.

Andere Bedingungen, wie korrekte Typisierung oder rechtzeitige Definition
von Bezeichnern werden, wie schon gesagt, der Semantik zugerechnet.
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Varianten

Haufig wird statt{~}* nur {v} geschrieben. iir die Klammerung
verwendet man dann runde Klammern.

Die spitzen Klammern zur Kennzeichnung der Nichtterminalsymbole
werden oft weggelassen.

Steht keinCourier Zeichensatz zur Veiligung, so schliel3t man die
Terminalsymbole in “Anfihrungszeichen” ein.
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Ableitungsbaume

Ableitungen in einer BNF lassen sich grafisch duf¢heitungsiaume
darstellen.

Beispiele von Ableitungsiumen finden Sie in [Kiger].

Diese Ableitungsume sindifir die Festlegung der Semantik von
Bedeutung.

Ein Parserberechnet zu einem vorgegebenen Wort einen Ableitungsbaum,
falls das Wort in(S) ist, und erzeugt eine Fehlermeldung, falls nicht.

Diese Aufgabe bezeichnet man &lgntaxanalyse
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Syntaxdiagramme

Man kann BNF Syntaxdefinitionen auch grafisch duggimtaxdiagramme
darstellen.

Terminalzeichen werden als Kreise dargestellt.

Fur jedes Nichtterminalzeichek (als Kasten dargestellt) ein Diagramm.

Eine Zeichenreihe au§( X)) erhalt man, indem man im Diagramriirf X
einen beliebigen Weg vom Anfang zum Ausganghit, dabei jedes
auftretende Terminalzeichen aufsammelt und jedes auftretende
Nichtterminalzeichery” durch ein entsprechend gefundenes Wort2a(s)
ersetzt.

Siehe [Kibger] fur Beispiele von Syntaxdiagrammen.
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OCAML-Sprachdefinition (Fragment)

(toplevel-command ::= let (let-binding{ and (let-binding }*;;
| let rec (let-binding{ and (let-binding }*;;
|  (expressioin;
(expressioh :=  (constan}
( (expressioh)
{expressioh(infix-op) {expressioh
if (expressiop then (expressioh else (expression
let (let-binding{ and (let-binding }* in (expressioh
let rec (let-binding{ and (let-binding}* in (expressioh
function {identy -> (expressioh

{ (expressioh} ™
(expressiol, {expressioh
{infix-op) =+ |- X+ - | | | &&]|] | mod
| <|>|<>|<=|>=]|<>
(let-binding) = {(ident}T = (expressioh
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Parsergeneratoren

ErinnerungParser: >* — Ableitungsiaumeu Fehlermeldungen

Ein Parsergeneratoerzeugt aus einer BNF-Grammatik automatisch einen
Parser.

Der bekannteste Parsergenerator heilt “yaget &nother
compiler-compile). Er erzeugt aus einer BNF-Grammatik einen in der
Programmiersprache C geschriebenen Parser.

Fur OCAML gibt es “ocamlyacc”. Es wird ein OCAML-Programm erzeugt.
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Geschichte

Grammatikformalismen, die syntaktisch korrekt@®iér durch einen
Erzeugungsprozess definieren (wie die BNF) heiffamerative
Grammatiken

Sie gehen auf den SprachforschesA1 CHOMSKY (1928-) zuick.

Einekontextfreie Chomsky-Grammaist eine BNF-Grammatik ohne die
Konstrukte{ }*,[],|,{ }T. Man kann jede BNF-Grammatik durch eine
kontextfreie Chomsky-Grammatik simulieren.

Chomsky betrachtet u.a. auch kontextsensitive Grammatiken.

Die Backus-Naur-Form wurde von den InformatikeoHN BACKUS und
PETER NAUR entwickelt, die die Bedeutung von Chomskys generativen
Grammatikenir Programmiersprachensyntax erkannten.
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Noam Chomsky

(Bezeichner := (KIBuchsg(Folge)
(Bezeichner := _(Folge)
(Folge) := (Zeichen(Folge)
(Folge) = ¢
(Zeichen =
(Zeichen = _
(Zeichen = (Buchsj
(Zeichen = (Ziffer)

NOAM CHOMSKY (Buchs} = (KIBuchs}
(Buchs} = (GrBuchs}
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Kapitel 3.4 Termauswertung
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Prazedenz- und Assoziationsregeln

Operator Prazedenz| Assoziativiét | Erklarung
Funktionsapplikation links
- 10 — Prafix-Minus
o 9 rechts Potenzierung bdioat
* /. * ] mod 8 links
+, -, + - 7 links
) 6 rechts Verkettung
< > <= >= <> = 5 links
not 4 — Prafix-Verneinung
&& 3 links
| 2 links
: 1 — Paarbildungin praxi mei
geklammert
If let fun function 0 — Quasi-Pafixoperatoren
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Was bedeutet das?

Dass* / oberhalb von+ - steht entspricht der Punkt-vor-Strich Regel.

Vergleichsoperatoren unterhalb von arithmetischen Operatoren bedeutet,
dasszBi -] < 7 Dbedeutefi - J) < 7 und nicht etwa
1 - (] < 7) was ein Typfehler are.

Das Funktionsapplikatioiiber allem steht, bedeutet, dass man z.B.:
2 x f(x)iInOCAML als2 * f x schreiben kann.

Dassif let fun ganz unten stehen, bedeutet, dass z.B.
if 1 < | then O else x -y + z

als

if 1 < jthen 0 else (X -y + 2)

und nicht etwa

(if i < jthen O else x) -y + z
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Werte und Umgebungen

Wir wollen formal beschreiben, was der Wert eines OCAML-Ausdrucks ist.

Um den Wert eines Ausdrucks anzugeben, muss man die Werte der in ihm
enthaltenen freien Variablen kennen.

Eine Zuweisung von Werten an freie Variablen héidigebung

Die Semantilkeines OCAML-Ausdrucks ist also eine Abbildung von
Umgebungen auf Werte.
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Umgebungen

EineUmgebundst eine Menge vomindungen<a, w> wobeia ein
Bezeichner ist unay ein Wert.

Wahrend einer OCAML Sitzung wird eine Umgebung (die¢uelle
Umgebun sukzessive aufgebaut.

Zu Beginn ist die aktuelle Umgebung leer.

Bei der Eingabdet = t¢;; wird der Termt in der aktuellen Umgebung
ausgewertet.

Ist die Auswertung undefiniert, so entsteht eine Fehlermeldung, bzw. falls
Nichttermination der Grund ist, wird nichts ausgegeben.

Anderenfalls wird die Bindung:x, w> der aktuellen Umgebung
hinzugefigt, wobekw der berechnete Wert vanst.

Eine fruhere Bindung der Formaz, w’> wird dabei entfernt.

Die aktuelle Umgebung ist also zu jeder Zeit eamalliche partielle
Funktionvon Bezeichnern nach Werten.
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Beispiel

Welche Umgebung liegt nach folgenden Eingaben vor?

let x = 2:;
let x = x + 1:;
let y = x + 2;;

let f = function z -> z - X
let a = f + 1;
let a = f (f(x)+1);;
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Auswertung von Termen

SeiU eine Umgebung untlein Term.

Der WertiWV (t) des Termg in der Umgebund/ ist wie folgt rekursiv
definiert:

e Istc eine Konstante, so ist’V (c) = c,

e Istx ein Bezeichner, so isVY (z) = w, falls <z, w> € U.
Anderenfalls ist?Y (z) undefiniert.

e IStopein Infixoperator aber nichl, && , welcher eine Basisfunktion
¢ bezeichnet.

SindWVY (¢t;) undWVY (t5) beide definiert, so ist

WY (t; opty) = WY (t) @ WY (ty).

Ist auch nur einer der beiden undefiniert, sdist (¢ opts)
undefiniert.

Einstellige Basisfunktionen wieot und- sind analog.
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Auswertung von Funktionstermen

Notation:

U+ {<x1,w1>,...,<xp,w,>} =U ' U{<z1,w1>,...,<Tp,w,>},
wobeiU’ ausU durch Entfernen aller eventuell vorhandenen Bindungen
vonzy,...,x, entsteht.

e Seit eine Funktionsanwendung der Fotimt,. Es seilW’V (¢,) die
Funktion f undWVY (t5) = w. Ist auch nur eines der beiden undefiniert,
so isttWY (t) auch undefiniert. Ansonsten Bt" (t) = f(w). Dies
kann trotzdem noch undefiniert sein, fallsZ D(f).

e Seit = function( z1,...,x,) -> t'.ImFallen = 1 auch ohne
Klammern. Es istVY (t) diejenige Funktion, diéw, ..., w,) auf
WU <zLw>, 0 <an,wn > (1) abbildet. Beachtdd U (¢) ist immer
definiert, konnte aber die nirgends definierte Funktion sein.

e Die alternativen Notationerilf Funktionsdefinitionerfyn , let )
haben analoge Bedeutung.
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Auswertung vonif und let

e Seit ein bedingter Term der Gest#it t; then ¢, else 3. Ist
WU (t,) = true, soistWV (t) = WU (t,). BeachteIVY (t3) kann dann
undefiniert sein.
Ist WY (t,) = falsg soistiWV (¢) = WU (t3). BeachteIVY (,) kann
dann undefiniert sein.

In allen anderen &len istiWY (¢) undefiniert.

e Seitvonder Formet (z1,...,2,)= t1in tyimFallen =1
auch ohne Klammern.
SeiWwV (t,) definiert und von der Forid/V (t1) = (wy,...,w,), also

einn-Tupel von Werten. Dann ist

WU (t) = WUH<zLw>,o<enwn>} (1) Ansonsten istV Y (t)
undefiniert. Beachtdd' Y (¢;) muss auf jeden Fall definiert sein, selbst
wenn eines der oder gar alte nicht int, vorkommen.
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Tupel und Boole’'sche Operatoren

e Seit=(t1, ..., t,).Seienweiter
WY () = wr,...,WY(t,) = w, allesamt definiert. Dann ist

(1

(t) = (w1, ..., wy).

o WUty || t2) =WUY(if ¢ then true else to)
(t1 && to) = WVUY(if ¢, then t, else false ).

Zur Beachtung: Die Semantikdefinition im Skript [K¥ger] ist teilwelise
nicht ganz richtig; maf3geblich sind daher die Fdlien

Zur Beachtung: t; || t2 kann definiert sein, auch wengundefiniert
Ist. Auf jeden Fall muss abef definiert sein.

4Kann sein, dass die Folien auch nicht ganz richtig sind, maRgeblich ist daher der gesunde
Menschenverstand :-)
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Beispiel

Wwi<x1>k(let x = 2 in if x=2 then 0 else 1 )
= WHi<®2>}(if x=2 then 0 else 1 )
_ W{<x,2>}(o)
— 0
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Semantik vonlet rec

Eine rekursivdet -Bindung
let rec fx =t
bindet f an die durch

F(w) = W UH<zw>,<f,F>} (t)

rekursivdefinierte Funktion.

Das gilt analogifir Phrasen miket rec ...in
mehreren Argumenten.
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Beispiel

let rec fakt n = if n = 0 then 1 else n * fakt(n-1)
Sei FF = WP (fakt ).
Es ist

F(3)

= W<t F><n3>}(jf n = 0 then 1 else n * fakt(n-1) )
_ W{<fakt,F>,<n,3>}(n * fakt(n-1) )

— W{<fakt,F>,<n,3>}(n) , W{<fakt,F>,<n,3>}(fakt(n_l) )

— 3. F(W{<fakt,F>,<n,3>}(n _ 1))

— 3.F(2)

= Wi<fakt,F><n2>}(jf n = 0 then 1 else n * fakt(n-1) )

— ...—=6
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Abstrakte Syntax

Die Definition vonWW bezieht sich aufibstrakte SyntaXWir setzen voraus,
dass deaul3erste Operator eines verschachtelten Terms bekannt ist.
Strenggenommen ist somit’ auf Herleitungsi@umen(Ausgabe des
Parsers) definiert.

Wie sollte man sonst z.B.
wlY@ *3-1)

verstehen? AISVY (2 * 3 ) — WY (1) oderWV(2) - WY(3 - 1)?

Im Interpreter oder Compiler werden tatchlich die Herleitungsiume
ausgewertet.
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Strikte Auswertung

Die Tatsache, dass alle Argumente eines Funktionsaufrufes definiert sein
mussen, damit der Funktionsaufruf terminiert, bezeichnet mastiatse
Auswertung

In anderen Programmiersprachen gibt esvdigbgerte Auswertungvo
nicht benutzte Terme auch nicht ausgewertet werden. Z.B.: in Haskell

fxy=y+1
gx=9gx+1
f (g0 3
> 4

In Haskell wird zudem ein einmal ausgewerter Term als Wert abgespeichert
und nicht nochmal ausgewertet. Beispiel:

u+ u where u=171(g0) 4
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Partielle Korrekthelit

Verhalt sich ein Algorithmus richtigdr alle Eingaben,dr die er terminiert,
so spricht man vopartieller Korrektheit

Terminiert er aul3erdeniif alle interessierenden Eingaben, so lieghle
Korrektheitvor.

Haufig kann man partielle Korrektheit unabiygig von der totalen
Korrektheit und mit anderen Methoden zeigen.
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Partielle Korrektheit rekursiver Funktionen

SeienA, B Mengen und? C A x B eine Relation. Sedl’ eine Teilmenge
von A. Wir mochten zu jedem € A’ einy € B berechnen, sodassty

gilt.
Satz von der partiellen Korrektheit: Sei

f = function(x)®(f, x)

In ® befinde sichf nicht im Geltungsbereich einer weiteren
Funktionsabstraktion au3&inction(x) (also z.B. nicht

®(f,z) = function(y) f(z)(y)).

Um zu zeigen, dassif allex € A’ C A entwederf(z) undefiniert ist oder
xR f(x) gilt, genigt es, folgendes nachzuweisen:

e istx € A’, sowerden inb(f, z) nur Aufrufe f(z") mit " € A’ gettigt.

e Furallex € A’ gilt tR®(f, z) unter der Annahme, dassR f(x’) fur
alle in ®( f, x) ge@étigten Aufrufef(z’) von f.
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Beispiel

f = function(z, y)
If y =0thenO else
if y geradehen?2 - f(x,y/2) else  2f(z,[y/2]) +

Man zeige: @ir allex, y € N gilt: falls f(x,y) definiert ist, dann ist
f(z,y) = zy.

f = function(x)
if x =0V azx=1then0else
if z geradehen f(xz/2) elsef(3xz + 1)

Man zeige: @ir allex € D(f)ist f(x) = 0.
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McCarthy’s Funktion

f = function(z:int)int
If > 100thenz — 10 elsef(f(z + 11))

£(91) = F(£(102)) = £(92) = f(f(103)) = f(93) = -~ = f(101) = 91
f(70) = (f(81)) = £3(92) = F4(103) = f*(93) = f*(104) = f3(94) =
f4(105) = £3(95) = f4(106) = f3(96) = f4(107) = f3(97) =
f4(108) = f3(98) = f4(109) £3(99) = f4(110) = f3(100) =
FA111) = f3(91) = --- =91

Man beweise:falls x € D(f), so gilt
f(x) =if x > 100 thenz — 10 else9l.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 153



Denotationelle Semantik

Die W-Funktion weist OCAML-Ausdicken abstrakte mathematische
Werte zu.

Etwa Funktionsausdcken mathematische Funktionen, also (unendliche)
Mengen von Paaren.

Man bezeichnet diese Art der Semantikgebunglalsotationelle Semantik
Vorteile der denotationellen Semantik:

Implementierungsdetails werden versteckt, mathematische
Beweismethoden (Gleichungsschlie3en, Abstiegsfunktion, Induktion, Satz
von der partiellen Korrektheit) werden vagbar gemacht.
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Operationelle Semantik

Manchmal ist die denotationelle Semantik zu abstrakt:
e Effizienzbetrachtungen
e Seiteneffekte wie Ein-/Ausgabe

e Verstindnisschwierigkeiten bei mathematisch nicht eirésgig|
gebildeten Personen.

Die operationelle SemantiBeschreibt die Semantik eines Ausdrucks durch
Rechenregeln, die sukzessive angewandt werden. Wert eines Ausdrucks ist
dann das Endergebnis der Rechnung.

Problem: Was soll das Ergebnis eines Funktionsausdrucks sein?

Antwort: Der Funktionsausdruck selber, wobei allerdings die Werte freier
Variablen gemerkt werdeniinssen.
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Beispiel

let x = 1:;
let f = function y -> x + vy;;
let x = 2:;

Hier solltef denWertfun y -> y + x , wobeix=1" haben.

Solch ein Paar aus einem Funktionsausdruck und einer Umgebung (die freie
Variablen des Funktionsausdrucks bindet) bezeichnet matiassire

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 156



Operationelle Semantik formal

Definition Werteund Umgebungeifim Sinne der operationellen Semantik)
werden wie folgt definiert:

Eine OCAML-Konstante ist ein Wert

EineUmgebundst ein Menge von Bindungeqx, w> von
Bezeichnern an Werte.

Ist e ein OCAML-Ausdruck,z ein Bezeichner un@ eine Umgebung,
soist(fun x->e,U) ein Wert.

Ist e ein OCAML-Ausdruck,f undxz Bezeichner und/ ein
Umgebung, soistf = fun z->e,U) ein Wert.
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Beispiel

Habex den Wert?.

Nach den Deklarationen

let x = 7;;
let rec f = fun y -> if y=0 then x else f (y-1);;
let g = f;;

hatg den Wert
(f =fun y->if y=0 then x else f (y-1) <X, T>1).
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Auswerterelation

Wir schreiben, e — w um zu sagen, dass in der Umgebunhgler
Ausdrucke als Endergebnis den Wart hat.

DieseAuswerterelatiorwird formal durch die folgenden Regeln definiert.
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Auswerteregeln

e ISt c eine Konstante, so gil,c — ¢
e istx ein Bezeichner unex, w> € U, so giltU, x — w.

e flr Funktionsausdicke giltU, fun z->e — (fun z->e,U’), wobei
U’ die Einschankung vonlJ auf die freien Variablen von ist.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 160



Auswerteregeln

e istopein Infixoperator aber nichjf, && , welcher eine Basisfunktion
¢ bezeichnet so gilt folgendes: webhe; — w; undU, e5 — ws,
dannU, e; op ea — wy P wa.

Natirlich missenw,, wo Im Definitionsbereich vorb liegen.

Einstellige Basisfunktionen werden analog behandelt.
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Fallunterscheidung

e Gilt U,e; — trueundU, e; — wsq, SO auch
U,if e; then ey else e3 — ws.

e Gilt U,e; — falseundU, e3 — w3, SO auch
U,if e; then ey else e3 — ws.

e Die Infixoperatore®&, || werden analog behandelt.
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Applikation

e Gilt U,e; — wy mitw; = (fun  z->e,U’) undU, e5 — ws, SO ist (in
einer Nebenrechnung) ein Westmit U’ + {<z, ws>},e — w zu
bestimmen. Es ist darij, e; e; — w.

e Gilt U,e; — wy mitw; = (f=fun x->e,U") undU, e5 — wo, SO ist
zurachst (in einer Nebenrechnung) ein Werinit
U' + {<z,ws>, <f,w;>},e — w zu bestimmen. Es ist dann
U,ei es — w.
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Bindung

e IStU,e; — wi, SO ist zui@chst (in einer Nebenrechnung) ein Wett
mit U + {<xz,w;>}, ea — wsy zU bestimmen. Es ist dann

U,let x=e; In ey — wo.

e EsqiltU,let rec  f=fun z->e; In ey — w, falls
U+ {<f,(f=fun x->e;,U")>}, es — wwobeiU’ die
Einschéankung vonU auf die freien Variablen voa; ist.
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Beispiel

Wir wollen

let x=1+0 in let rec f = fun y->if y=0 then x else f(y-1) In
let x = 2 in f (X+X)

In der leeren Umgebung auswerten.
Esistd,1 + 0 — 1 also muss

let rec f = fun y->if y=0 then x else f(y-1) in
let x = 2 Iin f (X+X)

iIn der Umgebund/; = {<x, 1>} auszuwerten. Das aber bedeutet, in der
Umgebung

Us = {<x, 1>, <f , (f =fun y->if y=0 then x else f(y-1) U ) >}

den Ausdrucket x=2 In f (X+Xx) auszuwerten. Dies schliel3lich
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Beispiel

bedeutet, in der Umgebung
Us = {<x,2>,<f, (f =fun y->if y=0 then x else f(y-1) U ) >}

den AusdrucK (x+x) auszuwerten.

Es giltUs, x+x — 4 und
Us,f — (f =fun y->if y=0 then x else f(y-1) ,U1), also
mussen wir in der Umgebung

Uy = {<z,1>,<f  (f =fun y->if y=0 then x else f(y-1) JUD) >, <y, 4>
den Ausdruck

If y=0 then x else f(y-1)

auswerten. Der Ausdrugk=0 hat den Wertalse es gilt also iU/, den
Ausdruckf 2 auszuwerten...
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Zusammenfassung Operationelle Semantik

e Die operationelle Semantik ordnet Umgebungen und Aicdm
Wertezu. Diese Werte sind syntaktisch definiert.

e Rekursion wird durch wiederholte Auswertung, statt durch Rekursion
auf der Meta-ebene definiert.

e Die operationelle Semantik liegéher an der taéehlichen
Implementierung als die denotationelle Semantik.

e Denotationelle Semantik istigstiger fir mathematische
Beweismethoden (Gleichungsschliel3en, Induktion, Satz von der
partiellen Korrektheit)
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Zusammenhang operationelle u. denotationelle Semantik

Satz: Genau dann isti’? (e) definiert, wenn es einen Waett gibt mit

0, e — w.

(Fallse vom Typint ist, folgt daraus, dass beide Semantiken denselben
Wert liefern. Wieso?)

Satz: Gilt WY (e;) = WY (ey) fur alleU, so sinde; unde, bediglich der
operationellen Semantik nicht voneinander zu unterscheiden, d.alt erh
mane, auses durch Ersetzen eines oder mehrerer Vorkommeneyon
durches, dann qilt)), es — w flur einw genau dann wenf e, — w’ fiir ein
w'. Ist der Typ vores undey gleichint |, so giltw = w'.

Bemerkung: die Umkehrung des Satzes qilt nicht: es gibt
ununterscheidbare Audittke, die doch nicht die gleiche denotationelle
Semantik haben.
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Kapitel 3.5 Typuberprifung
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Wozu Typen

RoBIN MILNER: “Well-typed programs do not go wrohg

Dynamischer TypfehleDie Auswertung scheitert wegen falscher
Operanden. Beispieltrue & 8 oder5 8 (Applikation).

Die statische Typberpiifungweist solche Programme bereits vor deren
Ausfuhrung zuuck.

Allerdings werden auch manche “gute ProgrammeTtliziigewiesen:
if true then 1 else 5 8

“Irgendwie” stimmt aber doch etwas nicht mit diesem Programm!

Statische Tyjberpiifung definiert eine intuitiv begreifbare Teilmenge
derjenigen Programme, die keine dynamischen Typfehler exhibieren.

ML Folklore: “If it typechecks, it worK's
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Typuberprufung

Eine TypaussagéauchTypisierungsurtejlengl.:typing judgmentist eine
Aussage der Form

I'>e:typ

wobeie ein OCAML-Ausdruck isttyp ein OCAML-Typ ist undl’ eine
Menge von Bindungen der Form):typ, ist, welche den Bezeichnern ¢n
Typen zuweist. Dabei darf kein Bezeichnefizwei verschiedene Typen
zugewiesen bekommen.

Solch eine Menge von Bindungen heildpzuweisungengl.:type
assignmentauchtyping contex:

Bedeutung: “Unter der Annahme, dass die Bezeichner dieangegebenen
Typen haben, hatden Typtyp.”

Beispiel:

a:int >fun x > a + 2 * x :int->Int
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Typisierungsregeln

Typisierungsaussagen werden formal hergeleiteffgaaxiomemithilfe
von Typisierungsregel(engl.:typing ruley.

e Typaxiome sind elementare Typaussagen wie ¢twd : int oder
D>7el : float

e Typisierungsregeln haben die Foiy, .. ., P, - K, wobei dieP; und
K Typaussagen sind. DIE heil3enPramissenk heil3tKonklusionder
Regel.

Bedeutung: Gelten di&;, so soll auchk gelten.
e EineHerleitungeiner Typaussag4 ist eine Folged,, ..., A, von

Typaussagen derart, dadg = A und jedesA; entweder ein Typaxiom

Ist, oder Konklusion einer Typisierungsregel, derearssen unter
denAl, e 7Ai—1 sind.
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Typisierungsregel fur Paare

I'i>eq: typl
I'rs>eg: typ2
FITy Ul > (er, e2) @ typ, *typ,

wobeil'; undI's kompatibelsein nussen.

Definition: I'y undI's sind kompatibel, weni'; U T'5 eine Typzuweisung
Ist, d.h. ausc:typ € I'; undz:typ’ € T'; folgt typ, = typ,.

Bemerkung: Die obige Typisierungsregel ist eigentlich étegelschema
das fir unendlich viele einzelne Typisierungsregeln stent: dingefdes
konkret gegebenB;, I's, e1, 2, typ,, typ,, sodass die
Kompatibilitatsbedingung eilt ist.
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Typisierungsregel tur Arithmetik

I''>eq: Int

I's>es: It

FIT'y Uy >eq opes : Int
wobeiop € {+,*,/,div,mod }undI'y, I'; kompatibel.
Analoge Regeln gibt esif float undbool .

In Zukunft ervahnen wir die Kompatibilatsbedingung nicht mehr explizit.
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Typisierungsregel tur Fallunterscheidung

'y >eq : bool

['s>eq:typ

['s>es:typ

-

MU Ul'sif  e; then ey else e3:typ

Beachte: beide Zweige der Fallunterscheiduriggsen denselben Typ
haben.
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Typaxiome fur Bezeichner

{x:typ} >z : typ

Hierbel istz ein Bezeichner ung/p ein Typ.
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Typisierungsregel fir Funktionen

U {x:typ}>e: typ
|_
' > function xr-> e : typ-> typ
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Beispiel

(1) 0>2:int

(2) {a:int }>a:int

(3) {x:int }px:int

(4) {x:int }p>2*x :int

(5) {a:int ,x:int }p>a+2*x :int

(6) {a:int }p>function x->a+2*x : int->int
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Typisierungsregel fir Applikation

'y >ep:typ>typ
['a>es:typ

-

[MUulape es: typ
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Typisierungsregel fir let

I'i>eq: typ

I's U {thyp} > eo : typ(
|_
r'yul'spe let r=eq N €9 . typ(

Beachte: Es ist nicht ausgeschlossen, dassl’; gebunden ist.
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Typisierungsregel r let rec

[y U{f:typ}>eq : typ

s U{f:typ} >es : typ

-

'y U's > let rec f=e1 In eq:typ

Hier musstyp ein Funktionstyp sein unel ein Funktionsausdruck sein.

Beachte: allgemeinere Formen, vie¢ rec f x = ... sind nicht
erfasst.

Die vollstandigen Typisierungsregelaf OCAML umfassen mehrere
engbedruckte Seiten!
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Polymorphie

Die meisten Ausdicke gestatten mehrere Typisierungen. Etwa:

{x:int ,f:int->int  }>f x :int
{x:intk\int | f :int*int->int bof x cint

{x’a ,fra->a }>f x :’a

{x’a ,f’a->b }>f x :'b
Die letztgenannte Typisierung ist die allgemeingginche: jede andere

Typisierung vorf x lasst sich aus dieser durch Einsetzen von Typen f
die Typvariablerda, 'b  erhalten.

Man bezeichnet diese Typisierung als dienzipale Typisierungles
Ausdrucks.

Das Einsetzen von Typefif Typvariablen nennt mamstanzierungfrtuher
Instantiierung der Typvariablen.
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Instanzierungsregel

I'be:typ
- Do == typy, ..., = typ, | > e typlag :=typy, ..., am = typ,, ]
Hierbei bezeichndin, :=typ,, ..., a,, := typ,,] die simultane Ersetzung
jedes Vorkommens voa; durchtyp;.
(1) {x’a,fra>b }rfx :'b
(2) {x'a,fa->a }ofx :’a
(3) {x:float ,f :float->int bof x sint
Hier ist (1) eine Instanz der Applikationsregel. (2) entsteht aus (1) durch

Anwenden der Instanzierungsregel et :='a ,’b :='a | und (3)
entsteht aus (1) mjta :=float ,’b :=int |.

Natirlich hatte man (2), (3) auch direkt mit der Applikationsregel
bekommen &nnen.
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Typinferenz

Das OCAML System kann zu beliebig vorgegebenem (geschlossenem)
Ausdruck die prinzipale Typisierung automatisch bestimmen (oder eine
Fehlermeldung ausgeben, wenniegrhaupt keine Typisierung des
Ausdrucks gibt.)

Dies bezeichnet man alypinferenz
Beispiel:
# function x -> function f -> f x;;

-:’a -> (Ca -> 'b) -> b = <fun>
# function x -> x X

~

This expression has type 'a -> ’'b but is here used with type ’'a
#
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Unifikation

Die Typinferenz erfolgt rekursiaber den Termaufbau.

Aus den prinzipalen Typernif die Teilausdicke eines Ausdrucks bestimmt
man den prinzipalen Typif den Ausdruck, indem man auf die jeweliligen
prinzipalen Typen der Teilaudattke die allgemeinstagliche Instanzierung
anwendet, sodass sie zusammenpassen.

Beispiel: Habe:; den prinzipalen Typa*(’b->'c) -> ('b->'a)
unde, den prinzipalen Ty@a->'a)*(int->float) , SO hate; e, den
prinzipalen Typnt->'a->’a
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Unifikation

Allgemein: hat der geschlossene Tegpnden prinzipalen Tygyp, -> typ,
und hat der geschlossene Tergnden prinzipalen Typyp;, SO muss man
die allgemeinstragliche Instanzierung = [y = typ,, ..., am = typ, ]
finden, sodast/p, o = typ,o wird. Der prinzipale Typ vore; es ist dann
typ,o.

Man darf dabei (ggf. nach Umbenennung) voraussetzen tgiasandtyp,
keine Variablen gemeinsam haben.

Solch eino heil3t allgemeinster Unifikator vagp, undtyp,, das Auffinden
desselben heilnifikation

Gibt es keinen Unifikator oder hat keinen Funktionstyp, so existiert gar
kein Typ fir e; eo und ein Typfehler liegt vor.
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Let-Polymorphie

Bemerkung: Die Typisierungsregelarflet undlet rec  sind in
OCAML noch etwas allgemeiner als hier dargestellt:

# let f = function x->x in (f O, f 1E1);;
- . int * float = (0, 10.)

Nach unseren Typregeln igt 0, f 1E1) nicht typisierbar.
# (fun f -> (f 0, f 1el)) (fun x -> X);;

This expression has type float but is here used with type int

Wir behandeln toplevel Deklarationen nicht als Variablen sondern als
Abkurzungen.

Z.B.: nach der toplevel Deklaration
let f = fun x -> X;;

hatf den Typ’a->’a  und kann mit verschiedenen Instanzierungen
verwendet werden.
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Kapitel 3.6 Ausnahmen und Mustervergleich
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Ausnahmen

Mit
exception A;;

wird eineAusnahmaamensA (engl..exceptiol) deklariert.

Der Ausdruck
raise A

bewirkt dann, dass die Berechnung an dieser Stelle abgebrochen wird.

Dieser Ausdruck hat den Typ , kann also an beliebiger Stelle auftreten.
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Beispiel

# exception Fehler;;

exception Fehler

# let rec fakt n = if n<O then raise Fehler else
if n=0 then 1 else n * fakt (n-1);;

val fakt : int -> int = <fun>

# fakt 3;;

-.int = 6

# fakt (-7);;

Exception: Fehler.

Achtung: Namen von Ausnahmen beginnen immer mit Grof3buchstaben.
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Auffangen von Ausnahmen

Man kann eine Ausnahme durch dags with  Konstrukt auffangen:

function x -> try string_of int(fakt x) with
Fehler -> "Falsches Argument!"
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Syntax und Typisierung

(expressiop ::=
| raise (ldent
| try (expressioh with (ident -> (expressioh
{| (ldent -> (expressioh}*
Man kann mehrere verschiedene Ausnahmen in etngnwvith
abfangen.

Typisierung: Die Typen alleiwith -Klauseln niissen mit dem Typ des
Audrucks nachiry uUbereinstimmen. Dieser gemeinsame Typ ist dann der
Typ des gesamten try-with Konstrukts.

Ubung: Man schreibe eine Typisierungsreg@t fry-with
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Denotationelle Semantik von Ausnahmen

Die W -Funktion bildet Ausdicke und Umgebungen ab adf U £, wobei
W die Menge der Werte ist (Konstanten und Funktionen) &imie Menge
der Ausnahmen ist.

Im Beispiel:£ = {Fehler }.

Die semantische Funktiom() muss nun Ausnahmen “durchreichen”, z.B.:

WY (t, op ty) =if WY (t;) = A € £ then A else
if WU(ty) = A" € Ethen A elseWV (t1) @ WY (¢,)

Die Semantik von try-with (mit einer Ausnahmeklausel) ist wie folgt
definiert:

WUry e with A -> ep)=if WY(e;) = A EthenWV (ey) elseWV (e;)

Die operationelle Semantik kann man analog erweitern.
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Simulation von Ausnahmen

Man kann Ausnahmen wie folgt simulieren

Ausnahmd-ehler entspricht einem bestimmten Wert, z.B. -1.

let rec fakt n = if n<O then -1 else
if n=0 then 1 else n * fakt (n-1);;

function x -> let res = fakt x in
if res = -1 then "Falsches Argument!"
else string_of int res

Nachteile: Umsdndlicher, nicht von vornherein klar, welche Werte den
Ausnahmen entsprechen.
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Ausnahmen mit Werten

Man kann einer Ausnahme einen Wert beigeben:

exception Fehler of int ¥

Hier steht ein Typ

let rec fakt x = if x < 0 then raise (Fehler x) else
If x = 0 then 1 else x * fakt (x-1);;
let f x = try string_of int (fakt x)
with Fehler z -> "fakt: falsches Argument: " ~
string_of int z

Test:

# t (-27);;
- . string = "fakt: falsches Argument: -27"

Man kann Syntax und Semantik auf Ausnahmen mit Werten erweitern.
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Ein Fehler bei der Vorbereitung der Folien

Was ist hier falschgemacht worden?

(* Fehler und fakt wie gehabt *)
let f x = let res = fakt x in try string_of int res with
Fehler z -> "fakt: falsches Argument: " ~
string_of int z
# 1 (-19);;
Exception: Fehler -19.
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Eingebaute Ausnahmen

# (fun x->x) <= (fun x-> Xx);;

Exception: Invalid _argument "equal: functional value".
# String.sub "op" (-1);;

- . int -> string = <fun>

# String.sub "op" (-1) 9;;

Exception: Invalid_argument "String.sub".

# 5/0;;

Exception: Division_by zero.

Die Deklarationen

Exception Invalid_argument of string
Exception Division_by zero

werden also automatisch zu Beginn vorgenommen.

(Dazu noch viele andere!)
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Zusammenfassung Ausnahmen

e Ausnahmen dienen der Behandlung von Fehlern.
e Mit raise A wird AusnahmeA ausgebst.

e Ausnahmen werden durch alle Konstrukte (aul3er try-with)
durchgereicht.

e Mit try with  kdnnen Ausnahmen aufgefangen werden.

e Ausnahmen &nnen Werte beinhalten, auf die in try-with zugegriffen
werden kann.

e Es gibt eingebaute Ausnahmen, wiavalid_argument
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Mustervergleich

Man kann Werte mit einem vorgegeberidnstervergleichen (engl.:
pattern matchiny

let rec fakt n = match n with
0O >1
| n -> n * fakt (n-1)

Weitere Mbglichkeit:

let rec fakt n = match n with

n when n<0 -> raise (Fehler n)
| 0 ->1
| n -> n * fakt (n-1)

Allgemein:
match (expressioh with  (pattern -> (expressioh

{| (pattern -> (expressioh}*
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Weltere Beispiele

let rec ack x = match x with
On) >n + 1
| (m,0) -> ack(m-1,1)
| (m,n) -> ack(m-1,ack(m,n-1))
let roemisch x = match x with
o->"]1->"1"]5->"v"| 10 -> "X" | 50 -> "L"
| 100 -> "C" | 500 -> "D" | 1000 -> "M"
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Form der Muster

(ident)

(const

(pattern)

( (pattern{, (pattern }*)
(pattern when (expressioh

Kontextbedingung: einewhenKlausel darf nur ganz aufl3en stehen, also
nicht(O,m when m>0) . Stattdesser{O,m) when m>0 .

Spater lernen wir noch andere Muster kennen.
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Bedeutung der Muster

Gegeben ein Wer und ein Mustep. Es kann eine der folgenden beiden
Moglichkeiten auftreten:

e w passt nicht auf das Muster

e w passt auf das Mustexr, dasErgebnisdieses Abgleichs ist eine
Umgebungdie alle Bezeichner ip an Werte bindet.

Wann passt welches Muster au?
e r passtimmer; das Ergebnis istx, w>}
e _(underscoreyildcard) passt immer; das Ergebnis ist

e (p1, ..., pm) Passt, wenmw = (ws,...,w,,) ist undw; jeweils auf
p; passt (mit Ergebni¥’;. Ergebnis istdant/; + - - - 4+ U,,.
Bemerkung: kein Bezeichner darf in zwel verschiedemesuftauchen.

e p when e passt, wenn erstensaufp passt (mit Ergebni&’) und
zweitensiVY (e) = true. Ergebnis ist daniy.
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Bedeutung von match-with

Sei
e =match e with p; > e o | pn > en

Wir wollen WY (e) bestimmen.

Seiw = WY (e) und seip;, daserste Muster augy, . .., p,, auf dasw
passt, mit Ergebni¥/;, . Gibt es kein solches Muster, so 1§tV (e) die
AusnahmeMViatch _failure

Ansonsten istVY (e) = WUV (e; ).

Zur Beachtung: Match_failure Ist so deklariert:

exception Match_failure of string * int * int

Tritt Match_failure  (f, 1, j) auf, so bedeutet das, dass der

Mustervergleich in Datef zwischen den Positionerund ; aufgetreten ist.

In Xemacs springt man mit M-x goto-char an eine Position.
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Typisierung von match-with

Damitmatch ¢ with p; > e | ... | p. > e, (Unter
Typzuweisungd’) typkorrekt ist, muss zuichste’ einen Typtyp’ haben,
d.h.,,I'>e :typ'.

Sodann istifir jedes Mustep; eine Typzuweisund’; zu bestimmen, sodass
I'+1;>p;:typ.
Es muss dann einen Typp geben, sodassifalle: gilt: I' +1'; > ¢e; : typ .

Gelingt all das, so gilt' > e : typ.

Ubung: Man formalisiere das als Typisierungsregel.
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Spezialformen

Statt

fun x -> match x with ...

kann man auch

function ...

schreiben.

Beispiel:

functon 0 -> 1 |1 > 0 | x -> x-1

Inlet undfun Ausdiicken dirfen auch Muster verwendet werden, aber
keine Alternativen (|' ”):

let plus _bruch (z1,n1) (z2,n2) = (z1*n2 + z2*nl, nl*n2)
let zaehler = fun (z, ) > z
let hauptnenner u v = let (_,n) = plus_bruch u v in n
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Kapitel 4: Strukturierte Daten
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Rechenstrukturen

Ein Rechenstruktuist eine Menge von Datentypen zusammen mit einer
Menge von Operationen (= Funktionen, auch nullstellige, also Konstanten)
auf diesen Typen.

Ist ein Datentypyp speziell ausgezeichnet, so spricht man von der
Rechenstruktur votyp.

Beispiel: Die Rechenstruktur vohool hat als Operationen die Konstanten
true, false sowieA, Vv, —.

In OCAML ist diese Rechenstruktur fest eingebaut.

Die Rechenstruktur vonat ist dagegen nicht fest eingebaut, kann aber
durch den Typnt realisiert werden.
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Verbunde (Recordg

Zunachst ein Beispiel: Mit
type studierende = {name:string; alter:int}
definieren wir einen Typ von Studierenden.

# let maierl = {name = "Malier"; alter = 23};;

val maierl : studierende = {name = "Maier"; alter = 23}

# let maier2 = {name = "Maier"; alter = 22};;

val maier2 : studierende = {name = "Maier"; alter = 22}

# let string_of studierende x = x.name ~ ", "~
string_of int x.alter = " Jahre alt.";;

val string_of studierende : studierende -> string = <fun>

# string_of studierende maier2;;

- . string = "Maier, 22 Jahre alt."
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Weltere Beispiele

type complex = {re:float; im:float}
type rational = {num:int; denum:int}
type point = {x:float; y:float}
type name_t = {vorname:string; initial:char, nachname:string}
type datum = {tag: int; monat: int; jahr: int}
type mitarbeiter = {name: name_t;
mitarb_nr: int;
gehalt: float;
dienstantritt: datum}
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Allgemeln

Sindt, f1,..., f, Bezeichner undyp,, ..., typ, Typen, so wird durch

type t = {fi:typ;; ...; [ typ,}

ein neuer Tyg definiert, dessen Werte von der Form

{fi=wi; ... fa=wn}
sind, wobei jeweilsv; ein Wert des Typsyp, ist.

Bemerkung: Wir haben nicht formal definiert, was ein “Wert eines Typs”
ISt und werden das auch nicht tun.

Dieser Typt heil3tVerbundtypoder auctRecordtypDie f; heildenFelder
des Verbundtyps.
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Typisierungsregeln fir Verbunde

Fallst = {x1: typ,; ...; z,: typ, } deklariert wurde, so hat man folgende
Regel fir Konstruktion von Verbunden:

e typ,....[oe,ityp, F > {fi=e1; ...; fu=en}:t
Aulerdem folgende Regalifdie Selektion von Komponenten:
I'be:tFI'>e.f;: typ,

Achtung: Jeder Verbundtyp muss vorher deklariert werden. Hat man
mehrere Verbundtypen miiberlappenden Feldern deklariert, so treten
zumchst bizarre Finomene auf. Versuchen Sie, die empirisch zuaeek!
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Varianten (ja die Dinger heif3en so)

type figur = Kreis of point * float
| Rechteck of point * point
| Dreieck of point * point * point
let flaeche = function
Kreis(m,r) -=> r *. r *, 4*atan 1.
| Rechteck(pl,p2) ->
abs float((pl.x -. p2.xX)*.(pl.y -. p2.y))
| Dreieck(pl,p2,p3) ->
let ux = pl.x -. p2.X In
let uy = pl.y -. p2.y In
let vx = p3.Xx -. p2.X In
let vy = p3.y -. p3.y Iin
abs float((ux *. vy -. vx *. uy) /. 2.))
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Benutzung

val flaeche : figur -> float = <fun>
# let a = {x=0.; y=0.};;

val a : point = {x = 0.;y = 0}
# let b = {x=1.; y=1.};

val b : point = {x = 1;y = 1}
# let ¢ = {x=0.; y=1.};;
val ¢ : point = {x = 0.; y
# flaeche (Dreieck(a,b,c));;
- . float = 0.5

# let k = Kreis(a, 2.0);;
val k : figur = Kreis ({x = 0.; y = 0.}, 2.
# flaeche k;;

- . float = 12.5663706144

#

21
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Allgemeln

Konstruktorersind wie Bezeichner definiert, beginnen aber mit einem
Grol3buchstaben. BsiKreis , Dreieck , Datum, X, Zz_

Ist ¢ ein Bezeichner und sinHy, . . ., F,, Konstruktoren und sind
typ,,...,typ, Typen, so wird durch

type t = Fy of typ| ...| F, of typ,
ein neuer Typ definiert, dessen Werte von der Fofy(w;) sind, wobei
i €{1,...,n} undw; ein Wert des Typs$yp; ist.
Beispiel: type t = A of int | B of int

Die Werte des Typs sind
{A(0),B(0),A(1),B(1),A(-1),B(—1),A(2),B(—2),A3),B(-3),... }.

“Mathematisch” ist das dasselbe, wie
{(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(0,—=1),(1,=1),... }.
Der Typt heil3tVariante(en.:variant). Die F; sind dieKonstruktoren vor.
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Zusatzlicher Sonderfall

Es gibt auch Konstruktoren ohne Argumente:
type t = A of int | B of int|C

Hier sind die Werte

[C,A(0), B(0), A(1), B(1), A(—1), B(—1), A2), B(—2),A(3), B(—3), . ..

Oder “mathematisch”
{(2,0),(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(0,—1),(1,—=1),... }.
Weitere Beispiele:

type farbe = Rot | Gruen | Blau | RGB of int*int*int
type traffic_light = Red | Amber | Green

Eine Variante mit ausschlief3lich konstanten Konstrukten (wie
traffic_light ) heil3tAufzahlungstyp
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Verwendung von Varianten

Ist in der Variante ein KonstruktorF’ of typvorhanden so hat man
folgende Typisierungsregel:

I've:typ F I'dbFe:t

Ist p ein Muster, so ist auch'p ein Muster. Ein Wertv passt auf das Muster
Fp,wenn giltw = F(w’) undw’ aufp passt. Liefert dieser Vergleich
Ergebnisl, so istU das Ergebnis des Vergleichs varmit F'(w).

Beispiel: der WerRGR181, 158, 12) passt auf das Must&GRr, g, _).
Ergebnis isf{<r , 181>, <g, 158> }.
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Listen

Ist A eine Menge, so ist list = J,,., A" die Menge detL.istenuberA.
Fasst mam als Alphabet auf, so isdl list = A*.

Man notiert Listen al$a;; . .. ; a,] anstatt(aq, ..., a,) odera; - - - a,.
Die leere Liste wird minil oder|] bezeichnet.

Ista € Aundl = |aq;...;a,] € Alist, so bezeichnetonga, () die Liste

(a;ar;...;ay].
Man schreibt auch :: [ fur conga, ).

Die Verkettung von Listel; und/s schreiben wiii; @ [5. Es gilt

| @Qly =15
(a:l)Qly=a: (lQl)
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Beispiele

# let x = 17:[];

val x : int list = [17]
#lety =9 1 2 51 X;;

val y : int list = [9; 2; 17]
#X =Y

- . bool = false

#xX @y

- int list = [17; 9; 2; 17]
# [xVl;;

- oint list list = [[17]; [9; 2; 17]]
#109,2); (3,9);
- - (int * int) list = [(9, 2); (3, 5)]
# [2;true];;
Characters 3-7:

[2;true];;

AAAAN

This expression has type bool but is here used with type int
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Neue Muster fur Listen

Auf das Muster ...
e [|] passtdie leere Listail,
e [ p1; ...; pn] passtdie Listews;...;w,]|, wennw; aufp; passt.

e pi.. po passtw; :: we, Wennw,; aufp, furi = 1, 2 passt.
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Grundalgorithmen f Ur Listen

let rec length = function
]->0
| I -> 1 + length |
let rec enthalten = function
([],x) -> false
| (h:t,x) -> x=h || enthalten(t,x)
let rec rev = function
[ -> 1
| hit -=> revt @ [Nh]
let hd (h:t) = h
let tl (h:t) =t

let null 1 = 1 =[]
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Effizientes Spiegeln

let rec rev_aux = function
(I, acc) -> acc
| (h:t,acc) -> rev_aux(t,h::acc)

let rev2 | = rev_aux(l,[])

Man erprobaev(mklist 10000) undrev2(mklist 10000)
wobeimklist  n eine Liste der Bngen ist.

Man zeige mit dem Satz von der partiellen Korrektheit, dass gilt:

rev _aux (l,acc) =rev (I) @acc
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Sortieren durch Einfugen

Eine Liste[x1;...;z,] heildtsortiert, wennz; < x5 < -+ - < ;.

let rec insertel = function

@ [) > [a]

| (a, h:it) -> if a <= h then a:h:t else h :: insertel(a,t)

let rec inssort = function

0-> 1

| h:t -> insertel(h,sort |)

Ist [ sortiert, so aucinsertel (a,l) und es entft dieselben Elemente wie
a::l.

FUr beliebiged istinssort  (7) sortiert und entélt dieselben Elemente wie
[.
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Anwenden einer Funktion auf alle Elemente einer Liste

let rec map f | = match | with

0 -> 1
| hiit -> f h > map ft

Beispiel:

# map (fun x -> x * x) [1,2;3;4];;
- nt list = [1; 4; 9; 16]
# map string_of int [1;2;3;4];;
. string list = ['1"; "2"; "3"; "4"]
# map (map (fun x -> x*x)) [[1;2]; [3]; [4;5:6]];;
- o int list list = [[1; 4]; [9]; [16; 25; 36]]
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Weitere Funktionen alsUbung

Zerlegen in zwei Teile

val split : ("a - > bool) -> ’a list -> 'a list * 'a list
Verflachen

val flatten : 'a list list -> 'a list

Falten

val fold right : (a * 'b -> 'b) -> 'b -> "a list -> b

fold right fazlzy...;zn]=fa1(fae ... (fzpx))...)
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Beispiel

Kontovorgange liegen als Liste von floats vor.

Buchungsbetragt 1000EUR: Geliihr 30 Cent

Buchungsbetrag- 1000EUR: Gelihr 50 Cent

Man schreibe eine Funktion, die die Gesamtgalbestimmt.
Zunachst direkt, dann mibld_right

Weitere Anwendungsbeispiele in [&ger] und der OCAML Bibliothek.
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Stapel

Stapel (Kellerstack: Endliche Listen mit Basisfunktioneml, cons hd, tl,
null (hier meist bezeichnet a&npty, push, top, pop, isempty).

ldee: Man legt Dinge auf dem Stapel ab und bekommt sie in der
Reihenfolge last-in-first-out (LIFO) zurtck.

Der Stapel ist einedufig verwendete Datenstruktur. Man kann mit ihm z.B.
Rekursion simulieren (wird hier nicht behandelt).
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Schlange

Schlangen: Endliche Folgen mit den Basisfunktiongnhd, tl, sowie
enter mit Bedeutungenter(l, x) = [Q[x].

Idee: Dinge werden in die Schlange eingereiht und in der Reihenfolge
first-in-first-out(FIFO) wieder entnommen.

Schlangen werden sowohl als echte Warteschlangen, als auch als
Hilfsdatenstruktur in bestimmten Algorithmen verwendet.

Bemerkung: Die naive Implementierung von Schlangen als Listen ist
Ineffizient, da die Basisfunktioanter Zeit proportional zur Bnge der
Schlange verbraucht.
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Reihungen

Reihungen (VektorerArrays): Endliche Folgen mit den Basisfunktionen
Init, dim, get, update mit den Bedeutungen

init (n,z) = [z;x;...;x]
) nE;lrtrégeJ
dim(|z1;...;2,]) =n
get{fz:.. ;). i) =
update([x1;...;Tn], %, %) = [T1; .. .5 Ti_1;T; Tia1; - - -5 T

Im Falle unpassender Indizes sind diese Operationen undefiniert, z.B.:

get([z1; z2], 3) oderinit (—2, 0.0).
Wir schreibeno vectfir den Typ der Reihungen mit Eidgigen vom Typo.

Man kann Reihungen als OCAML-Listen implementieren; bei grof3er
Dimension ist das aber ineffizient.
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Binare Suche mit Reihungen

Die folgenden Funktionen setzen voraus, dass die Reihanfsteigend
sortiert ist.

sucheVonBis= function(/:string vect, w:string, ¢:int, j:int)bool
if ¢ > j then false else
if © = j then get(l,7) = w else
letm = [(i +4)/2] in
let w,,, = get(l,m) in
If w,,, = w then true else
If w < get(l, m) then
sucheVonBi§l, w,i,m — 1)
elsesucheVonBigl, w,m + 1, j)

suche= function(/:string vect, w:string)sucheVonBi§/, w, 1,dim(l))
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Binarbaume

Definition: Sei A eine Menge. Die Mengd” derBinarbaumeiiber A ist
Induktiv definiert wie folgt:

1. A2 enthalt denleeren Birarbaumr
2. Sindz in Aundl,r € A>, soist das 3-Tupélz,l,r) € A*

Man kann die induktive Definition wie folgt umgehen: Die Mende der
Hohe fochstens: ist rekursiv (bern) definiert durch

1. A5 = {r}
2. AD | = ASU{(z,l,r) |z € Al € A, r € ALY,

Esistdanmd® =, ., A5 . Die Hoheeines Birarbaumes € A“ ist das
kleinsten, sodass € A~
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Terminologie

x heiRtWurzeloderWurzelbeschriftungon (x, [, r).

[, r heil3eninker, bzw. rechter Unterbauwvon (z, [, r). Ein Binarbaum der

Form(z, 7, 7) hei3tBlatt. Ein vonr verschiedener Biawrbaum heif3t
nichtleer.

Die Knotenund Teilbaumeeines Birarbaums sind rekursiv definiert wie
folgt:

1. 7 hat keine Knoten und nur als Teilbaum.

2. Die Knoten von(zx, [, r) sindz und die Knoten vord und die Knoten

vonr. Die Teilbaume vonz, [, r) sind(z, [, ) und die Teilldume von
[ und vonr.
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Beispiel

t=1(6,(3,(2,7,7),(8,7,(5,7,7))), (8 (4,7,7),7)).
Knoten vont: {6, 3,2,8,5,4}.

Teilbaume vort: {t, (3, (2,7,7), (8, 7,(5,7,7))),
(2,7,7),(8,71,(5,7,7)), (5, 7,7), (8, (4, 7,7),7)), (4,7, 7), T}
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Realisierung in OCAML

BinarkAume sind nicht fest eingebautiinen aber leicht algkursive
Variantedefiniert werden.

type ’'a bintree = Empty | Build of 'a * ’a bintree * ’a bintree
Nun kdbnnen wir Birartaume bilden und Funktionen darauf definieren:

let t = Build(6,Build(3,Build(2,Empty,Empty),
Build(8,Empty,Build(5,Empty,Empty))),
Build(8,Build(4,Empty,Empty),Empty)
)
let root (Build(x, , )) = x (* unvollst Mustervergleich *)
let left (Build(_,l, )) = |
let right (Build(_,_,r)) =r
let isempty t = (t = Empty)
let rec knotanz t = if isempty t then O else
1 + knotanz (left t) + knotanz (right t)
let rec hoehe t = if isempty t then O else
1 + max (hoehe (left t)) (hoehe (right t))
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Binarbaume als Rechenstruktur

Der Datentyga bintree und die OperationeBmpty, Build,
iIsempty, left, right bilden dieRechenstruktur der Barbaume

In [Kroger, S62] wird diese zaszlich auf der Pseudocodeebene eiibet
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Weitere Grundalgorithmen als Ubung

Gleichheit zweler Biarbaume:
bbeq : ' a bintree * 'a bintree -> bool
Suchen eines Datenelements in einemaBiaum:

enthalten2 : ' a * 'a bintree -> bool
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Linearisierungen

Im folgenden definieren wir drei Funktionen
linvor, linsym, linnach

jeweils vom Typ

'a bintree -> ’a list

welche die Knoten eines Baums in einer bestimmten Reihenfolge als Liste
berechnen.
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Vorordnung

let rec linvor = function
Empty -> ]
| Build(a,l,r) -> a :: linvor | @ linvor r

let t = Build(6,Build(3,Build(2,Empty,Empty),
Build(8,Empty,Build(5,Empty,Empty))),
Build(8,Build(4,Empty,Empty),Empty)

linvor t;:
- . int list = [6; 3; 2; 8; 5; 8; 4]
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Symmetrische Ordnung

let rec linsym = function
Empty -> ]
| Build(a,l,r) -> linsym | @ [a] @ linsym r

let t = Build(6,Build(3,Build(2,Empty,Empty),
Build(8,Empty,Build(5,Empty,Empty))),
Build(8,Build(4,Empty,Empty),Empty)

linsym t;;
- oint list = [2; 3; 8; 5; 6; 4; 8]
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Nachordnung

let rec linnach = function
Empty -> ]
| Build(a,l,r) -> linnach | @ linnach r @ [a]

let t = Build(6,Build(3,Build(2,Empty,Empty),
Build(8,Empty,Build(5,Empty,Empty))),
Build(8,Build(4,Empty,Empty),Empty)

linnach t;;
- oint list = [2; 5; 8; 3; 4; 8; 6]
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Anwendung: Reprasentation von Termen

let t = Build("-",
Build("+",
Build("10",Empty,Empty),
Build("*",Build("x",Empty,Empty),
Build("85",Empty,Empty))),
Build("+",
Build("124" , Empty,Empty),
Build("y1",Empty,Empty)))
linnach t;;
- . string list =

[0 "x"; "85 M4 M1247 'yl 4t -]

Terme lassen sich alsalBme repiisentieren. Die Nachordnung entspricht
der Postfixnotation (vgl.: HP Taschenrechner)
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Bessere Repasentation von Termen

Nachteile der vorigen Reg@sentation: Sehr vieEmpty ”, auch syntaktisch
falsche Terme haben R&mentation:
“Build("x",Build(...),Build(...) ”

Besser ist die Verwendung einer speziellen rekursiven Variante:
type op = Plus | Minus | Mal | Geteilt

type expr = Var of string | Num of int | Op of op * expr * expr

let t = Op(Minus,Op(Plus,Num 10,0p(Mal,Var "x", Num 85)),
Op(Plus,Num 124, Var "y1"))
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Auswertung solcher Terme

Rep@asentiere Umgebung alsstevon Paaren Variable-Zahl, z.B.:
{<"X" 9>, <"y 0>, <"z 3> ("X ,9); (Y ,0); ("2 L 3)]
EinflUgen mit::
Auslesen mit
List.assoc : 'a -> ("fa * 'b) list -> 'b

Eine so verwendete Liste von Paaren héiftoziationsliste
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Rekursive Auswertung

let rec eval t env = match t with
Num X -> X

| Var x -> List.assoc x env

| Op(op,t1,t2) -> let vl = eval t1 env in
let v2 = eval t2 env in
(match op with

Plus -> vl + v2

| Minus -> vl - v2
| Mal -> v1 * v2
| Geteilt -> vl / v2)
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Parsing

type token = TokNum of int | TokL | TokR |
TokOp of op | TokVar of string

Ubung: Man definiere eine (rekursive) Funktion

parse : token list -> token list * expr

derart, dass aysarse | = (rest,e) folgt, dass
| = anfang @ rest undanfang den Ausdrucle bezeichnet.
Aul3erdem soltest so kurz wie nglich gevahlt werden.

Beginntl nicht mit der Darstellung eines Ausdrucks, so wird die
(selbstdefinierte) AusnahniarseError  ausgebst.
Beispiel:

parse [TokNum 13;TokNum 13] = ([TokNum 13], Num 13)

parse [TokNum 2;TokOp Plus;TokL;TokNum 3;TokOp Mal;TokNum 5;TokR]=
([, Op (Plus, Num 2, Op (Mal, Num 3, Num 5)))

parse [TokR] --> ParseError
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Binarer Suchbaum

Definition: Seit binarer Baum mit Knoten auat . Der Baum¢ heif3t
binarer Suchbaun(binary search tree, BTwennt = r odert = (a, [, 1)
und

e FUr jeden Knoterx von! gilt x < a.
e Firjeden Knoterx vonr gilt a < r.

e [ undr sind selbst wiederum bame Suchhume.
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Effizienteres Suchen In biraren Suchlkhaumen

Folgende Funktion stellt fest, ob ein Knoten in einemaban Suchbaum
enthalten ist:

let rec enthaltenBST(x,t) = match t with
Empty -> false
| Build(a,l,r) -> x=a ||
(if x<=a then enthaltenBST(x,I)
else enthaltenBST(x,r))

Es werden nur die Knoten auf dem Pfad von der Wurzel zum gesuchten
Element, bzw. bis zu einem Blatt angeschaut.

Dagegen werden benthalten2  alle Knoten angeschaut.

Dafur funktioniert abeenthaltenBST  nur fur binare Suchhume.
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Kapitel 5: Methodisches Programmieren
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Beispiel einer komplexen Anwendung

In einer Firma sollen durch ein Programm Quittungen erstellt werden:

Fa. L. Kaufgut 12.1.2004
Ladenstr. 17
77777 Handelsstadt

QUITTUNG

Wir besttigen, von Herrn P. Schulze
EUR 218,37 (zweihundertachtzehn)

erhalten zu haben.

Diese Quittung wurde maschinell erstellt unddt keine Unterschriften.
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Beispiel einer komplexen Anwendung

Aufgabe: Bei Eingabe von Datum, Kundenname und Betrag soll eine
Quittung in dieser Form erstellt werden.

Modellierung:
Kundenname: string
Quittungstext: string

Datum: string oderdatum_t (benutzerdefiniert)

Betrag: float
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Grobgliederung in Teilaufgaben

e Erzeugung der Wortdarstellung zum Zahlungsbetrag,

e Einsetzen der Eingaben und der erzeugten Wortdarstellung in den
festen Quittungstext,

e Erstellung der endgtigen Fassung geafd gevilnschtem Layout. Evtl.
Zeilenumbruch erforderlich.

e Eingabe der Parameter, Drucken der Quittung.
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Modulkonzept

Ein Modulist eine Menge von Datentypen zusammen mit einer Menge von
Funktionen auf diesen (und anderen) Typen und evtl. noch weiteren
Bestandteilen.

Rechenstrukturen sind inshesondere Module.

Im allgemeinen enlt ein Modul interne Bestandteile, die von aul3en nicht
verwendbar sein sollen. Diejenigen Bestandteile, die von anderen
verwendbar sind, heil3epchnittstelle

Modularisierungbezeichnet die Zerlegung einer Aufgabe in Teile und
Festlegung dertlr die einzelnen Telle zu erstellenden Schnittstellen.
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Modularisierung im Beispiel

Module fur die Datentypestring undfloat , dazu:

Wortdarst Erzeugung der Wortdarstellung zum Betrag
Trennen Korrekte Trennung von Wortdarstellungen
Quittung Einsetzen der Eingaben, Erstellung der endg. Quittung
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Schnittstelle vonWortdarst

konvert= function(z:float) :
prex > 0
result konver{z) = Wortdarstellung vorx

Centanteile werden nicht bsksichtigt
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Verwendung eines Moduls

Die Schnittstelle definiert die nach aul3en sichtbaren Datentypen und
Funktionen mit ihren Typen.

Die Implementierung der Funktionen wird nicht sichtbar gemacht.

Von auf3en benutzt man die Funktionen allein aufgrund ihrer Spezifikation.

Spezifikation = Informelle oder formale Beschreibung der Funktion.
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Vortelle der Modularisierung

e Strukturierung grol3er Programmsysteme

e Abkapselung: Implementierung des Moduls von dessen Verwendung
getrennt.

e \erstecken von Hilfsfunktionen: Nur explizit in der Schnittstelle
aufgefihrte Funktionen und Typen sind von auf3en zu verwenden.
Vermeidung von Namenskonflikten

e Anderungerilberschaubar durchifirbar

e Einzelimplementierungen unafihgig voneinander.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 255



Arten der Modularisierung

Es gibt unterschiedliche Leitlinienif die Abgrenzung von Modulen:

e Problemorientierung: Zusammenfassung von Algorithmen die ein
bestimmtes Teilproblendken.

e Datenorientierung: Zusammenfassung geeigneter Datentypen und
zugelorige Funktionen.

e Funktionsorientierung: Zusammenfassung funktional verwandter
Algorithmen, z.B.: “Statistikbibliothek”.

Objektorientierung (2. Semester) versucht, diese Arten der Modularisierung
miteinander zu verbinden.
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Programmentwicklung

Die Modulstruktur liegt nur selten von vornherein statisch vor. Stattdessen:
e Weitere Aufteilung eines Moduls in Teilmodule.

e Zusammenfassung bisher getrennter Module in eins, ZrBnnen in
Wortdarst integrieren.

e Erweitern von Schnittstellen

e Veranderung der Spezifikation von Schnittstellen
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Modularisierung in OCAML

Schnittstellen werden in OCAML durchignaturdeklarationefesteglet,

Module werden irstrukturdeklarationemeschrieben.
Beispiel:

module type WortdarstSig = sig
val konvert : float -> string
end

module Wortdarst : WortdarstSig = struct

let pi = 3.141

let konvert x = "*** Rechnungsbetrag ***" (* muss verbessert werden *)
end
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Zugriff auf Module

Jedes Modul hat eine Signatur; ist keine explizit angegeben, so wird eine
solche automatisch erstellt.

Auf die Komponenter des ModulsM wird mit M.z zugegriffen, z.B.: ist
Wortdarst.konvert : float -> string
BeachteWortdarst.pi ISt nicht definiert.

Durch die Deklaratiompen M wird der Modul M gebffnet, man kann
dann die Bestandteile der Schnittstelle direkt verwenden. Die “versteckten”
Bestandteile, wi@i aber nicht.
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Vordefinierte Module

Im OCAML System sind zahlreiche Module bereits vordefiniert, so z.B.:
List , String , Array , Graphics , ...
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Ubung

Man definiere OCAML-Signatureriif die folgenden Rechenstrukturen:
o Stapel
e Binarbaum
e Reihung
e Schlange
¢ Ring (Menge mit Konstanten 0, 1 und Operationer )+,
e Endliche Funktionen (implementierbar etwa mit Assoziationslisten)

e Endliche Mengen
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Anwendung: Breitenordnung

Man gebe die Knoten eines Birbaums in deBreitenordnunaus, d.h.,
Knoten mit kleinerer l8he zuerst, bei Knoten gleicheioHe die weiter
links stehenden zuerst.

let t = Build(6,Build(3,Build(2,Empty,Empty),
Build(8,Empty,Build(5,Empty,Empty))),
Build(8,Build(4,Empty,Empty),Empty)

linbreit t;;
- int list = [6; 3; 8; 2; 8; 4; 5]

Losung: man schreibe eine allgemeinere Funktion, die die Knoten einer
Schlangeson Baumen in der Breitenordnung ausgibt.

Bemerkung: ersetzt man “Schlange” durch “Stapel”, s@knmnan eine
effiziente Implementierung der Vorordnung.
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Uberschattung

e Variablen (Funktionsparameter, let-gebundene Variablen, etc.) haben
einen bestimmteultigkeitsbereichn dem sie unter ihrem Namen
verwendbar sind.

e Ausnahme: innerhalb ihresi@igkeitsbereichs &nnen Variablen durch
andere Variablen des gleichen Namensschatte(auchuberschattet
werden.

e Die in Kapitel 3 eingefihrte Semantik &gt diesen Umainden bereits
Rechnung.

e Parameter eindibergeordneten Funktion bleiben in einer
untergeordneten Funktion sicht- und verwendbar. Man muss sie daher
nicht explizitubergeben. [K@ger] bezeichnet das als
Parameterunterdickung
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Beispiel: Suche in Relhungen

let enthaltenl(x,a) =
let rec enthallg(x,k,a) =
If k>dim(a) then false
else a=get(x,k) || enthallg(x,k+1,a)
In enthallg(x,1,a)
let enthaltenl’(x,a) =
let rec enthallg k =
If k>dim(a) then false
else a=get(x,k) || enthallg(k+1)
In enthallg 1
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Datenabstraktion

Wird ein Typ in einer Schnittstelle (Signatur) nur deklariert, aber nicht
definiert, so kann er von auf3en niber die Operationen der Schnittstelle
verarbeitet werden. Folgerungen:

e Die Implementierung des Typs kannaser durch eine andere ersetzt
werden. BeispielStapel0 ersetzt durclstapell

e Invariantendes Typs Bnnen garantiert werde®tapell.t  enthalt
nur solche Paares,l) , beidenerList.length s = |

Ein Typ, dessen Definition von auf3en nicht sichtbar ist, hediBtrakter
Datentyp Die Verwendung solcher heilStatenabstraktion
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Separate Compilation

Seidatei.ml  eine Datel mit ML-Definitionen.

Mit dem Befehl
ocamic -c datei.ml

wird eine Datedatei.cmo erzeugt, die
mit#load "datei.ml";; geladen werden kann.

Der Effekt ist derselbe wie wenn

module Datel = struct
Inhalt vondatei.ml

end

eingegeben wordenave. Es wird also ein Modul des NameDatel
erzeugt, dessen Komponenten die datei.ml  sind.
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Beispiel

Dateiabc.ml enthalte

let a = O
let b = 1
let ¢ = 2

Wir kompilieren mitocamlc -¢c abc.ml  und erhalterabc.cmo .
Folgende Sitzung ist dglich:

# #load "abc.cmo"
# Abc.a;;

-.int =0

# Abc.b;;

- int = 1

# Abc.c;;

- oint = 2

#
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Schnittstellen

Seidatel.mli eine Datel, die ML Schnittstellenkomponenten, wad
X . int enthalt.

Mit dem Befehl
ocamlic -c datei.mli

wird eine Datedatei.cmi  erzeugt.

Wird nunmehrocamic -c datei.ml ausgeiihrt, so hat
#load "datei.cmo" denselben Effekt wie

module type DATEI = sig
Inhalt vondatei.mli

end

module Datei : DATEI = struct
Inhalt vondatei.ml

end
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Beispiel

Dateiabc.ml wie zuvor.
Dateiabc.mli enthalte nurval a:int

Wir kompilieren mitocamlc -c abc.mli gefolgt vonocamic -c
abc.ml . Folgende Sitzung ist aglich:

# #load "abc.cmo"
# Abc.a:;
-:int =0

AANAANANN

Unbound value Abc.b
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Ausfuhrbare ML-Programme

Mit ocamlc -0 main datei.ml wird eine ausfihrbare Datemain
(“EXE-Datel”) erzeugt. Der Effekt ist der des Auswertens aller Definitionen
In datei.ml

Natirlich macht das nur Sinn, wematei.ml  Ausdiriicke mit
Seiteneffekten, wie die Grafikfunktionen ogemt_string enthalt:

Enthalte Datedatei.ml  den folgenden Code
let = print_string "Hello, world\n"
Compilieren mit

ocamlc -0 main datei.ml

gefolgt von

Jmain

gibt Hello, world! aus.
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Binden

Verwendetatei.ml andere Dateien, z.B.: \verb dateil.ml+
unddatei2.ml , die man interaktiv mitfload hinzuladen wirde, so
muss man die entsprechendemo Dateien bei der Kompilierung
auffuhren:

ocamic -0 main dateil.cmo datei2.cmo dateli.ml
oder auch
ocamic -0 main dateil.cmo datei2.cmo datei.cmo

Die .cmo Dateien werdemebunder(linked).
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Grolderes Beispiel

Das Projekt der heutigddbung besteht aus den Dateien

syntax.mli lex.mli norm.ml parse.mli graph.mli visualise.mli
lex.ml provided.cma visualise.ml main.ml

Dabel istprovided.cma ein Archiv, welches die Funktionen in
graph.mli  undparse.mli  implementiert.

Sie miussemorm.ml lex.ml visualise.ml schreiben und mit
provided.cma undmain.ml zum ausfihrbaren Hauptprogramm
zusammenbinden.
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Aufgaben der Module

e syntax.mli Datentypenifir arithmetische Ausdicke und “Tokens”

e parse.mli  Eine Funktion, die eine Tokenliste auf Augicke
abbildet. Eine Ausnahme.

e lex.mli  Eine Funktion, die Strings auf Tokenlisten abbildet. Eine
Ausnahme.

e graph.mli  Eine Funktion, die Geger@tde zeichnet (Gegenstand =
Strecke, Textbaustein). Eine Funktion, die di@&&& eines Strings in
Pixeln bestimmit.

e Vvisualise.mli Eine Funktion, die einen Ausdruck auf eine Liste
von Gegenstnden abbildet (Baumdarstellung).

e norm.mli Eine Funktion, die Ausdrcke normalisiert.

e main.ml Ein Hauptprogramm, das einen String einliest, ggf.
normalisiert und dann als Baum ausgibt.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 273



Kompilieren

Soll alles kompiliert werden, so sind folgende Befehle auszargn:

ocamlc
ocamlc
ocamlic
ocamlc
ocamlic
ocamlic
ocamlic
ocamlic
ocamlic

syntax.mli

lex.mli

lex.ml

visualise.mli

visualise.ml

norm.mli

norm.m|

main.m|

main provided.cma visualise.cmo norm.cmo lex.cmo main.cmo

Andert man eine Datei, so muss die entsprechende Datei neu kompiliert
werdenandert man eine Schnittstellen]i ), so missen alle Schnittstellen
und Programme, die davon abigen, neu kompiliert werden.
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Makefiles

Das Unix-Werkzeugnake erleichtert solche Kompilierungsaufgaben:

Man schreibt einiir alle Mal alle Aufgaben und deren Aahgigkeiten in
eine DateMakefile

Danach geiigt der Befehimake um nach eineAnderung die
entsprechenden Neukompilierungen vorzunehmen.
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Form des Makefiles

Ein Makefile entlalt (heben anderen Komponentétggelnder Form.

dateil: datei2 datei3
befehll
befehl2

Die Regel besagt folgendes:

e dateil hangtvondatei2 ,datei3 ab: haberdatei2 , datei3
spateresAnderungsdatum adateil |, soistdateil nicht mehr
gultig und muss neu erstellt werden.

e Die Befehl@ befehll undbefehl2 erstellendateil neu.

Wird make dateil aufgerufen, so wird gefft, obdatei2 , datei3
aktuell sind (mithilfe entsprechender Regeln im Makefile). Wenn nein, dann
werden zuachst diese “gemacht”. Anschlie3end wird gdprob dateil

aktuell ist und ggf. mithilfe vorbefehll , befehl2 neu “gemacht”.
a8Achtung, vor jedem Befehl, wibefehll undbefehl2 muss ein Tabulator stehen.
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Ein Makefile flr unser Projekt

main: visualise.cmo norm.cmo lex.cmo main.cmo
ocamic -0 main provided.cma visualise.cmo norm.cmo lex.cmo main.cmo

visualise.cmi: visualise.mli
ocamlc -c visualise.mli

visualise.cmo: syntax.cmi visualise.cmi
ocamlc -c visualise.ml

lex.cmi: lex.mli
ocamlc -c lex.mli

norm.cmi: norm.mili
ocamlc -¢ norm.mli

lex.cmo: lex.cmi syntax.cmi
ocamlc -c lex.ml

norm.cmo: norm.cmi syntax.cmi
ocamlic -¢c norm.mi
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Nachtell dieser Form

e Makefile entlilt viele Redundanzen

e Wird die Modulstruktur gandert, s@ndern sich ggf. die
Abhangigkeiten und das Makefile mussageert werden
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Makefile mit impliziten Regeln und Abklrzungen

MAIN_OBJS = visualise.cmo norm.cmo lex.cmo main.cmo
SUFFIXES: .ml .mli .cmo .cmi
.ml.cmo:
ocamlc -¢c $<
.mli.cmi:
ocamlc -¢c $<
main: $(MAIN_OBJS)
ocamlc -0 main $(MAIN_OBJS)
lex.cmi: syntax.cmi
norm.cmi: parse.cmi
norm.cmo: norm.cmi
visualise.cmi: graph.cmi syntax.cmi
lex.cmo: syntax.cmi lex.cmi
main.cmo: graph.cmi lex.cmi parse.cmi visualise.cmi
visualise.cmo: graph.cmi visualise.cmi
visualise.cmx: graph.cmx visualise.cmi

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 279



Erkl arung

e Die implizite Regel

.ml.cmo:
ocamlc -c $<

besagt, wie einecmo Datei aus einerml Datei gemacht wird$<
steht fir die.ml Datei,$@steht fir die.cmo Datei (brauchen wir hier
nicht).

e Die Abhangigkeiten sind weiter unten ohne Befehle angegeben.
e $(MAIN_OBJS) ist ein weiter oben definierte Alikzung.

e Der Block mit den Ablangigkeiten kann mit
ocamlidep *.mli *.ml automatisch erzeugt werden.
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“Professionelles” Makefile fur das gesamte Projekt

OCAMLC=0camic

OCAMLOPT=0camlopt

OCAMLDEP=0camldep

OCAMLYACC=0ocamlyacc

INCLUDES=

OCAMLFLAGS=$(INCLUDES)
PROVIDED_OBJS=parsen.cmo parse.cmo graph.cmo
MAIN_OBJS=provided.cma visualise.cmo lex.cmo main.cmo
DEPEND += parsen.ml

main: $(MAIN_OBJS)
$(OCAMLC) -0 main $(OCAMLFLAGS) $(MAIN_OBJS)

provided.cma: $(PROVIDED_OBJS)
$(OCAMLC) -a -0 provided.cma $(OCAMLFLAGS) graphics.cma $(PROVIDED_OBJS)

SUFFIXES: .ml .mli .cmo .cmi .cmx .mly

.ml.cmo:

$(OCAMLC) $(OCAMLFLAGS) -c $<
.mli.cmi:

$(OCAMLC) $(OCAMLFLAGS) -c $<
.ml.cmx:

$(OCAMLOPT) $(OCAMLOPTFLAGS) -c $<
.mly.ml;

$(OCAMLYACC) $<
clean:

rm -f main;rm -f *.cm[iox];rm parsen.ml;rm parsen.mli
depend: $(DEPEND)

$(OCAMLDEP) $(INCLUDES) *.mli *.ml > .depend
include .depend
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Was manuber make wissen muss

e make ist eine Moglichkeit, goliere Projekte zeitsparend und fehlerfrei
zu kompilieren.

e Kooperiert mit Ablangigkeitsgeneraton¢amlidep )
e Abhangigkeitsgeneratoren gibt es genaugod, C++.

e make funktioniert unabhngig von der Programmiersprache und ist
nicht auf Kompilierbefehle beschinkt.

e FUr manche Programmiersprachen gibt es spezielle
Kompilationsmanager (NJ-SML, Visual C++,etc), dmrake ersetzen,
wenn nur in dieser Sprache gearbeitet wirdr Projekte mit mehreren
Sprachen braucht man dann doch wiedbaike.

e Man sollte wissen, dasrake existiert; ggf. Dokumentation studieren.
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Kapitel 6: Effiziente Algorithmen
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Begriffsklarungen

Algorithmus isteffizient , wenn seine Ausfhrung noglichst wenig
Aufwand verursacht.

Aufwand:Rechenzeit, Speicherplatz, Anzahl bestimmter
Elementaroperationen.

Die Komplexiat eines Algorithmus gibt den Aufwand als Funktion der
Eingabe oder dere@roliean.

Bei Angabe der Komplexit als Funktion der Eingabefse unterscheidet
man

e Best caseAufwand bel am gnstigsten ge@hlter Eingabe zu fester
Grol3e

e \Worst caseAufwand bei am ungnstigsten geahlter Eingabe zu fester
Grolie

e Average caseErwartungswert des Aufwands bei Eingaben einer festen
Grol3e bzgl. einer bestimmten Verteilung.
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Beispiel: insertel

let rec insertel = function

@ [) > [a]

| (a, h::it) -> if a <= h then a:h:t else h :: insertel(a,t)

Anzahl der Auswertungsschritte vamsertel(a,l) als Funktion von
n = length(1).

e Best case4 (Elementa wird am Anfang eingeaigt)
e \Worst case3dn (Elementa wird am Ende eingeigt)

e Average caset.5 - n (Elementa wird “in der Mitte” eingefigt)
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Grol3enordnungen

Oft interessiert man sich nuiif die Grolenordnungler Komplexiht:
konstant, linear, quadratisch, exponentiell, ...

Man gibt diese mit de©-Notation an:
Seif :N— N:

O(f) ={{g | AN.9¢ > 0.YN > n.g(n) <c- f(n)}

Insbesonderdim,, . % existiertg € O(f).
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Notationen

Man verwendet oft folgende Aldkzungen:

e f(n)stattf,z.B.:2n* € O(n?) statt
function(n)2n? € O(function(n)n?),

e g =O(f)stattg € O(f), z.B.:n? = O(2"),

e f+O(g)statt{h | Ju € O(g9).h = f +u}, z.B.

doiq i = mgnttt 4+ 0(nF).
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Beispiele

e 2n? = O(n?)

o 11000 — O(27)
e log(n) =0(n)
e 1000/n = O(1)

e Best case Laufzeit vomsertel = O(1)

e Average case Laufzeitvansertel = O(n)
e Worst case Laufzeit voimsertel = O(n)

e Worst case Laufzeit vomssort = O(n?)
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Entwicklung effizienter Programme

Wie kommt man zu effizienten Programmen?
o Effiziente Algorithmen
e Effiziente Datenstrukturen

e Einbeziehung des Auswerteprozesses, z.tnstjge
Rekursionsschemata, Vermeidung von “append”.

Der dritte Punktésst sich relativ schematisch umsetzen und wird mehr und
mehr durch Fortschritte in der Compilertechnik automatisiert.

Die ersten beiden Punkte erfordern Kreaavjtrachwissen und Erfahrung.
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Beispiel fur effizienten Algorithmus

Wir haben gesehen, dass Sortieren durchiigeh quadratische
Komplexitat hat.

Wir betrachten jetzt ein rekursives Verfahren, welches sowohl praktisch, als
auch theoretisch (asymptotisch) bessere Laufzeit aufweist.
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Sortieren durch Mischen

Um eine Liste der Bngen zu sortieren:
e Teile man die Liste in zwei gleichgrosseakien

e Sortiere jede Hlfte durch rekursiven Aufruf (beidnge< 1 ist
natirlich nichts zu tun)

e Flge die beiden sortiertendtften “im Reil3verschlussverfahren”
zusammen.
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In OCAML

let rec split = function

0 -> [0
| [a] -> ([al.[l)
| a:b:l -> let u,v = split | in
a::u,b:v

let rec merge = function

{a.h -> |

| (L) -> |
| ((@::t as x), (b::u as y)) ->
if a <= b then a::merge(t,y) else b :: merge(x,u)

let rec mergesort = function

[l ->1
| [a] > [a]
| | -> let u,v = split | in
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In OCAML

let ul = mergesort u in
let vl = mergesort v in
merge(ul, vi)
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Empirische Laufzeitbestimmung

Die Funktion
Unix.gettimeofday : unit -> float

liefert die Zeit in Sekunden, die zwischen 1.1.1970 und dem Aufruf
verstrichen ist.

Die Funktion
Random.int : int -> int

liefert einen “zuélligen” Integer im Bereicl). . . n.
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Profiler

let profile f s =
let before = Unix.gettimeofday() in

let = f() Iin
let after = Unix.gettimeofday() in
print_string (s = ": " ~ string_of float (after-.before) ~

" Sekunden.\n")
Der Aufruf profile f s wertetf aus und gibt die déf verbrauchte
Zeit zusammen mit dem Strirggaus.

Damit kobnnen wir die Laufzeit vomssort undmergesort ablangig
von der Eingabe empirisch bestimmen.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 295



Effizienz der Rekursion

e Wir wollen die Effizienz rekursiver Funktionsdefinitionen studieren.

e Eine bestimmte Art der Rekursionrépetitive Rekursiat) ist
besonders platzeffizient.

e Es ist manchmal iglich, rekursive Funktionen in repetitiv rekursive
Form zu bringen

e Es gibt Formen der Rekursionjrfdie solch eine Transformation nur
unter Aufbietung zustzlichen Hilfsspeichers in derselbendBe wie
die resultierende Ersparnisaglich ist.
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Rekursion im Rechner

Die Auswertung rekursiver Funktionen erfolgt im Rechner im Prinzip so
wie in der operationellen Semantik.

In Abwesenheit lokaler unddherstufiger Funktionentkinen wir
naherungsweise die sukzessive Ersetzung von Funktionen durch ihre
Definition verwenden (Substitutionsmodé)
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Auswertung der Paritatsfunktion

geradén) = if n = 0 then true else nofgeradén — 1))

geradé4) =

not(geradég3)) =
not(not(geradg2))) =
not(not(not(gerade€l)))) =
not(not(not(not(gerad€0))))) = true

Platzverbrauch vogeradén) ist O(n) aber nichtO(1).

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 298



Repetitiv rekursive Version der Paritat

gerade?2n) = gerade2aux(n, true)

gerade2aux(n,a) = if n = 0 then a elsegerade2aux(n — 1, not(a))

gerade?4) = gerade2aux(4, true) =
gerade2aux3, not(true)) =
gerade2aux(3, false) =
gerade2aux(2,true) =
gerade2aux(1, false) =

gerade2aux0, true) = true

Platzverbrauch vogerade2n) = O(1).
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Zusammenhang der beiden Funktionen

gerade2aux(n, a) = if a then geradé€n) else notgeradén))

Beweis durch Satz von der partiellen Korrektheit + Abstiegsfunktion.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 300



Beispiel: Fakultat

fakt(n) = if n = 0 then 1 elsen - faki(n — 1)

fakt(4) =
4 -fakt(3)) =
4. (3-fakt(2)) =
4-(3-(2-fakt(1))) =
4-(3-(2-(1-fakt(0)))) =
4-(3-(2-(1-1))) =24
Der “Computer” kann nicht wissen, dass man die Multiplikationen auch

umklammern und vereinfachen kann: die gesamte Multiplikationsaufgabe
bleibt stehen, bis endlictakt(0) ausgewertet wird.

— Platzverbrauch vofaki(n) ist O(n) aber nichtO(1).
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Repetitiv rekursive Version der Fakultat

fakt2n) = fakt2aux(n, 1)
fakt2aux(n, a) = if n = 0 then a elsefakt2auxn — 1,a - n))

fakt24) = fakt2aux(4,1) =
fakt2aux(3,1-4) =
fakt2.aux(3,4) =

fakt2 aux(2,12) =
fakt2aux(1,24) =
fakt2.aux(0,24) = 24

Platzverbrauch hieD(1).
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Zusammenhang der beiden Funktionen

faktaux(n,a) = a - fakt(n)

Beweis durch Satz von der partiellen Korrektheit + Abstiegsfunktion.
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Repetitive Rekursion: Definition

Eine rekursive Definition

flz) = @(f, )

heil3trepetitiv rekursiauchendséndig rekursiv, iterativ rekursiv,
endrekursiv, tail recursive wenn im Rumpf® hochstens ein rekursiver
Aufruf von f gefatigt wird und dessen Ergebnis dann bereits den Wert von
O(f, x) liefert.

Merke: Bei der Auswertung repetitiv rekursiver Funktionen entsteht kein
zusatzlicher Platzbedarfir die Verwaltung der Rekursion.
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| iIneare Rekursion

Eine rekursive Definition heif3tnear, wenn im Rumpf der Definition
hochstens ein rekursiver Aufruf dit.

Sehr laufig lassen sich linear rekursive Definitionen duEchbettungn
repetitiv rekursive Form bringen.

Dies resultiert dann in beichtlicher Platz- und Zeitersparnis.

Beispiel: Fakulat, Pariat.
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Repetitive Rekursion und Iteration

Eine repetitiv rekursive Funktionsdefinition der Form

f(x) =if p(x) thena(x) elsef(b(x))

(p beliebiges Padikat,a, b beliebige Funktionen) kann man auch
“Imperativ” wie folgt auswerten:

Schreibe die Eingabe in die Speicherstelle

Solangep auf den Inhalt vorx: nicht zutrifft, wiederhole folgendes:
Bestimmey := b(Inhalt vonx)
Ersetze den Inhalt voa durchy

Gib als Ergebnis/(Inhalt vonz) zurick.
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Dasselbe iIn C

Imperative Programmiersprachen untétae¢n diesen Stil, z.B. “C”:

f(x) {
while(!p(x)) {
X = b(x);

}

return a(x);
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Vor- und Nachteile des imperativen Stils

e Imperativer Stil ist zuachst versindlicher

e Funktionale Definition lassen sich durch Gleichungen spezifizieren und
verifizieren

e Im imperativen Stil muss maimber Zustand der Variablen zu
bestimmten Zeitpunkten sprechen, was komplizierter ist.

¢ In der Effizienz unterscheidet sich die imperative Version nicht von der
repetitiv rekursiven Version.
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Nichtlineare Rekursion

Seif(x) = ®(f, z) eine rekursive Definition mit Abstiegsfunktion.

Finden im Rumpf® bis zua rekursive Aufrufe statt (Etwa Fibonacci,
Mergesort, Hanoix = 2), so erzeugt die vollandige Auswertung vorfi(x)
bis zua™®) rekursive Aufrufe.

Fibonacci, Hanoim(z) = = — bis zu2” rekursive Aufrufe
Mergesortm(x) = O(log(length(z))) — O(length(x) rekursive Aufrufe.

Fazit: Bei nichtlinearer Rekursion Laufzeit im Auge behalten.
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Fibonacci als repetitive Rekursion

Manchmal lassen sich auch nichtlineare Rekursionen als repetitive R.
umschreiben:

fib(n) = if n < 1then1 elsefib(n — 1) + fib(n — 2)
Definiere

fib_aux(n, a,b) = if n = 0thena elsefib_aux(n — 1,b,a + b)
Es giltfib_aux(n, fib(k), fib(k + 1)) = fib(n + k)

alsofib(n) = fib.aux(n, 1,1).

Dies ist ein Spezialfall destynamischen Programmierunein allgemeines
Optimierungsschemaif nichtlineare Rekursionen ‘VL “Effiziente
Algorithmen”.
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Echte nichtlineare Rekursion

Bei Mergesort, Linearisierung vondBimen, Hanoi dsst sich die
nichtlineare Rekursion nur tinstlich” vermeiden, indem man
Hilfsdatenstrukturen eiiihrt, z.B. Stapel, die genauso viel Platz
verbrauchen, wie die Verwaltung der ur§pglichen Rekursion.

Hier ist also keine echte Verbesserunggiich. In diesen Ellen ist die
nichtlineare Rekursion eine vamftige Losung.

Grundstzlich ist im Foihstadium der Softwareentwicklung eine klare
rekursive losung vorzuziehen.

Bel modularer Planung kann dieseasgr ggf. durch eine effizientere
LOosung ersetzt werden.
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Erinnerung

Eine rekursive Definition kann auch deshalb ineffizient sein, well jeder
einzelne Verarbeitungsschritt aufwendig ist, nicht well die Zahl der
rekursiven Aufrufe selbst zu grolZarne.

Beispiele: Sortieren durch Eiiien, ineffiziente Version des Umdrehens
einer Liste mit “append” (Folie 221).

Hier haben wir jeweil$)(n) rekursive Aufrufe, deren jeder aber Aufwand
O(n) verursacht, also Gesamtaufwafi¢n?).
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Effiziente Datenstrukturen

Oft liegt der Schiissel zu einem effizienten Alorithmus in der Wahl de
geeigneten Datenstruktur.

Als Beispiel betrachten wir nochmal die Biren Suchbume (BST), Folie
245,

Wir haben gesehen, dass das Suchen eines Elementes imA&8T
O(Hohegt)) erfordert.
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EinflUgen und Loschen in BST

Man schreibe rekursive OCAML-Funktionen

insert : 'a -> ’'a bintree -> ’'a bintree
delete : 'a -> ’'a bintree -> ’'a bintree

die ein Element in einen BST eiingen, bzw. entfernen.
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Einflgen

let rec insert x t = match t with
Empty -> Build(x,Empty,Empty)
| Build(a,l,r) -> if x<=a then Build(a,insert x I,r)
else Build(a,l,insert x r)
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Entfernen

let rec delete x t = match t with
Build(a,l,r) -> if x<a then Build(a,delete x I,r)
else if x>a then Build(a,l,delete x r)
else if I=Empty then r
else if r=Empty then |
else let m," = remove max | in
Build(m,I’,r)
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Hilfsfunktion remove _max

let rec remove_max t = match t with
Build(a,l,Empty) -> a,l
| Build(a,l,r) -> let m,r’ = remove _max r in
(m,Build(a,l,r"))
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Knotenanzahl und Hohe

Sein die Knotenanzahl eines Baumgesgnd i seine Hhe.
Im besten Fall gilth = 2" — 1, alsoh = O(logn).
Im schlechtesten Fall giti = h, alsoh = O(n).

Suchen, Einfigen, loschen haben KomplegitO(h), alsoO(log n) bzw.
O(n) je nach Art vory.
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Zwel extreme Beispiele

let t1 = insert 6 (insert 5 (insert 4 (insert 3
(insert 2 (insert 1 (insert 0 Empty))))))

let t2= insert 6 (insert 4 (insert 1 (insert O
(insert 5(insert 1 (insert 3 Empty))))))

t1 hat maximale Bhe (6) und2 hat minimale Hbhe (3)

Eine Menge von Bumeni heildtbalanciert wenn
max{HOhgt) | knotanz (t) <n,t € B} = O(log(n))

Fur balancierte BST mit Knoten erfordern Einfgen, Loschen, Suchen
Zeit O(log(n)).
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Rotationen

Man kann Baume balanciert halten durch systematisches Anwenden der
folgenden beiden Rotationen auf Teilme Verlauf des Eifgens und
Loschens.

(* rotate left : 'a bintree -> 'a bintree *)
let rotate left = function
Build(a,l,Build(b,m,r)) -> Build(b,Build(a,l,m),r)
(* rotate _right : 'a bintree -> 'a bintree *)
let rotate right = function
Build(a,Build(b,l,m),r) -> Build(b,l,Build(a,m,r))

Ubung: man bedgmde, dass die Rotationen die BST-Eigenschaft erhalten.

Um effizient feststellen zudnnen, welche Rotation angewendet werden
soll, muss man in den&imen zuatzliche Information speichern, z.B.:
Differenz der Knotenanzahl zwischen linkem und rechten &eitben.
Naheres: Info Il.
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Kapitel 7: Semantik und Fixpunkttheorie
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Operationelle Semantik von Listen und Baumen

Sei L eineunendlicheMenge vonAdresser(im Speicher). Z.B.L = N.

Die Wertel.S.d. operationellen Semantik (vgl. Folie 157) werden erweitert
um

e Jede Adresséc L ist ein Wert.
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Halde

EineHalde (engl.:heap? ist eine endliche Funktion von Adressef) @uf
Werte.

Ist h eine Halde, so bezeichnétm (/) die (endliche) Teilmenge vo4, fur
die h definiert ist.

h|¢ — o] ist wie Ublich durch

v, wennt = ¢’

e olte) = h(¢"), sonst

definiert. Beachtedom(h[¢ — v] = dom(h) U {/}.

dHalde (heap) ist ein “Teekesselchen”: Man verwendet den Begriff auakirie bestimmte
baumartige Datenstruktur; das hat mit der Verwendungrhitszu tun.
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Operationelle Semantik mit Halde

Zur Modellierung dynamischer Datenstrukturen erweitern wirfdasat
der operationellen Semantik um Halden wie folgt:

U h,e — w,h

bedeutet, dass in der Umgeburigind Haldeh der Ausdrucke den Wertw
hat. Zudem veindert sich durch die Auswertung die HaldelZu

Wie zuvor wird diese$)rteil durch Auswerteregeln definiert:
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Auswerteregeln

e istc eine Konstante, so gilt, i, c — ¢, h. (Halde veandert sich nicht.)
e IStz ein Bezeichner unéx, w> € U, so giltU, x, h — w, h.

e fur Funktionsausdicke giltU, h,fun z->e¢ — (fun x->e,U’), h,
wobeiU’ die Einschankung vorJ auf die freien Variablen von ist.
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Auswerteregeln

e istopein Infixoperator aber nichf, && , welcher eine Basisfunktion
@ bezeichnet so gilt folgende&., h, zopy — U(x) ® U(y), h.

Anwendung vorop auf geschachtelte Ausiacke kann man durch
Einflgen vonlet s auf diesen Fall reduzieren.

Einstellige Basisfunktionen werden analog behandelt.
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Bindung

e Umw,h mitU, h,let x=e; in ey — w, h’ zu bestimmen, muss
zumchstwy, hy mitU, h, e; — w1, by ermittelt werden. Sodann sind
way, ho Mit U + {<xz,wi;>}, h1, e2 — wa, ho zU bestimmen. Es ist
dannU, h,let x=e; In ey — wa, hs.
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Konstruktoren

e Uh,[] = ¢, hlf— (0,0,0)] wobeil & dom(h).
o Uh,z::y — ¢, hjif{ — (1,U(x),U(y)), wobei? ¢ dom(h)

Konstruktoren anderer (rekursiver) Varianten werden analog behandelt.
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Mustervergleich (einfachster Fall)

Seie=match « with [[-> e1| yi: z->es.

Umh',wmitU, h,e — w, h’ zu bestimmen, gehe man wie folgt vor:

e FallsU(z) =/¢undh(¢) = (0,0,0), so bestimme maw,, h; mit
U,h,eqy — wy, hy. ES ISt daan, h,e — wq, hy.

e FallsU(z) =/¢undh(f) = (1,u,v), SO bestimme mamws, ho mit
Uly—u, 2—v], h,ea — wa, ho. ESistdanrU, h, e — wo, hs.
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Beispiel

Seie; = 7::3::10::[]
Es qgiltd, h,e; — {4, hy, Wobei
hl — h[€4'_><17 7763)763'_%17 3762)7€2H<17 10761)7€1H<07 07 O)]

und/y, (5, 43, ¢, paarw. verschieden und nichtdiom (h).

Seiey; = 9::123:[] . Es qilt®, hy, e — £7, hy, WoObei
hg — h1[£7|—>(1, 97£6)7£6H(17 123,65),£5|—>(0, O, O)

und/s, (g, £7 paarw. verschieden und nicht in
dom(hl) = dom(h) U {61, 62, 63}
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Beispiel

Es seiappend wie ublich definiert:

let rec append |1 12 = match 11 with []->I12]y::z->y::append z 12
Esseil = ([I1 —/{3,12 — £7].
EsqiltU,h — append 11 12 — /19, h3, Wobel

hg = h2 wlol—>(1, 7,69),€9|—>(1, 3,68),€8|—>(1, 10,67)]
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Beispiel

Sele =

let 11 = 7::3::10:[] in
let 12 = 9::123::[] in

append 11 12
Es gilt
@7 h,e — liohs

Die Adresserty, (5, (3, ¢, sind indom(hgs), aber ihre Inhalte sind nicht
mehr zugreifbar. Es &re wiinschenswert, zu setzen

(2)7 h, € — 6107 h4

wobeidom(hy) = dom(hsz) \ {¢1, 02, ¥3,04} Undhy(¢) = hs(¢) fUr alle
/e dom(h4)
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Garbage collection

In der operationellen Semantik wird die Halde immai(ggr und entélt
Immer mehr unerreichbare Adressen.

In praktischen Implementierungen werden unerreichbare Adressen
regelnaldig aus der Halde entfernt.

Diesen Prozess bezeichnet mangasbage collectiof{Mullabfuhr).

Dazu werden ausgehend von der aktuellen Umgebung alle erreichbaren
Adressen markiert und anschliel3end alle nichtmarkierten Adressen
geloscht.

Konkrete Implementierung und Formalisierung dieses Prozesses:
Spezialvorlesung im Hauptstudium.

Garbage collection gibt es in funktionalen und manchen objektorientierten
Programmiersprachen, z.B.: Java.
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Denotationelle Semantik, genauer

Die denotationelle Semantik wie in Kap 3.4, weist noch einige
Ungenauigkeiten auf:

e Was sindiberhaupt “Werte”?
e Was bedeutet “...die durch ... definierte rekursive Funktioni...”?
e Warum “gibt” es rekursiv definierte Funktionen?

e Wie harmoniert Rekursion mit Funktionelmerer Ordnung?
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Beispiel

let rec fix phi = fun x -> phi (fix phi) x

* fix . (Ca -> 'b) ->'a ->'b) -> 'a -> 'b¥

let fakt = fix (fun f x -> if x=0 then 1 else x*f(x-1))
(* fakt : int -> int *)

Hier liefertfakt 3 das Ergebnis 6, wie erwartet.

Definiert man aber

let rec fix phi = phi (fix phi)

So terminiert schon

let fakt = fix (fun f x -> if x=0 then 1 else x*f(x-1))

nicht.

Durch die denotationelle Semantik wird dies nicht zufriedenstellenéurkl
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Partielle Ordnung

Eine birare RelatioriZ auf einer Menged heildtpartielle Ordnung wenn
fur allex, y, z € A folgendes gilt:

o r [ x (Reflexivitat)
e x L y,y C x — x =y (Antisymmetrie)

e r Ly, yC z— x C z (Transitivitat)
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Beispiele

e A=NoxCye—zxz<y

e A=NzxzCy—ax>y

e A beliebig,x C y « x = y (dies nennt man digiskreté Ordnung
e A=P(X),z2Cy—zCy

e A=XU{l},zCye—ax=1Vr=y

Es istublich, die partielle Ordnung durch dieagermengeu bezeichnen
und immer das Symbadl fur die Relation zu verwenden.

4m Englischen gibt ediscreteunddiscreet Hier meinen wir ersteres.
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Begriffe

SeienX, Y partielle Ordnungen. Alle betrachteten Funktionen seien total.

e Eine Folge(x;);cn von Elementenr; € X heildtw-Kettg kurz Kette
wenngx; C x;1 fur alles.

e f: X — Y heilitmonotonwennz C x’ impliziert f(x) C f(z').

e SeiU C X. Ein Elementr € X heildtkleinste obere Schranlogler
Supremunvon U, wenn gilt

— uw C zfuralleu € U,
— Fallsu C y fur allew € U, so giltx C y

e r € X istkleinstes Elemenwennx C y fur alley € X.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann

338



Satze

e Sindz, 2’ beides kleinste Elemente, so folgt= x’. Man bezeichnet
das kleinste element, wenn es existiert, mit dem Symbol

e Sindx, 2’ beides kleinste obere Schranken vorC X, so folgt
x = «’. Man notiert das Supremum va@n, wenn es existiert, miup U

oder| | .. .

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 339



Vollstandigkelit

Eine partielle Ordnung( heifl3tvollstandig (bzgl. w-Ketten), wenniir jede
w-Kette (x;); das Supremum vofi; | ¢ € N existiert.

Man schreibt |, z; fur dieses Supremum.

Eine solche Ordnung heil3t auf &-complete partial order, kurzcpooder
noch Kirzercpo.

Bemerkung: Man kann den Begriff der Vobstdigkeit aufgerichtete
Mengerverallgemeinern, siehe [Kger]. Wir brauchen das hier nicht.
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Beispiele

Alle auf Folie 337 gegebenen Beispiele sind cpos.
SeienX, Y cpos. Die folgenden Konstruktionen liefern cpos.
e Y, definiertdurchY, =Y U{l}undy C ¢/, fallsy = 1 odery C ¢/
nYy
o X -Y|]={f:X— X| fstetigh mit f C g, wennf(x) C g(x) fur
allex € X.

o X XY mit(x,y) C (2,y), wennz C 2/ undy C /.

o X*mit|xy;...52m] C [y1;5...yn], wennm = n undx; C y, fur

1=1,...,m.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 341



Stetige Funktionen

Die ProjektionenX x Y — X, X x Y — Y sind stetig.
Sindf:Z — Xundg: Z — Y stetig, so auch(z) = (f(z2), g(2)).
Die Applikation(X — Y) x X — ist stetig.

Istf: X xY — Zstetig,soishh : X — Y — Z gegeben durch
h(x) = function(y) f (z, y) wohldefiniert (liefert also stetige Funktionen)
und aul3erdem selbst stetig.
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Fixpunkte

Eine monotone Funktiori : X — Y heildtstetig(bzgl. w-Ketten), wennir
jede Kettex; qgilt:

f<|__|a:z-> = Llf<xi>

Man beachte, das§z;) wegen der Monotonie eine Kette bildet.
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Fixpunkte

Seif : X — X stetige Funktion. Ein Element € X heil3tkleinster
Fixpunktvon f, wennf(x) = x und wenn immelf(y) = y, so folgtz < .

Bemerkung: der kleinste Fixpunkt (falls er existiert) ist eindeutig bestimmt.

Fixpunktsatz von Kleene:Hat X ein kleinstes Element, so hat jede
stetige Funktiory : X — X einen kleinsten Fixpunkt,amlich

= ; f1(L).
FUr diesen gilt zugtzlich folgendes: gilif (y) C y fur einy € X, so folgt
x L.

Man schreibtix( f) fur den kleinsten Fixpunkt vof.
Satz: Die Funktiorfix : (X — X) — X ist selbst stetig.
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Denotationelle Semantik mit cpos

Wir interpretieren nur wohltypisierte OCAML-Phrasen.

Zur Vereinfachung betrachten wir nur monomorphe Typen (keine
Typvariablen).

Jedem Typen ordnen wir eine cpdV (7) zu genal folgender Setzung:

(int ) = {Integer Konstantenmit diskreter Ordnung
(andere Basistypen= analog

Wi(r, -=> m)=W(rn)— W(mr)L

(11 * 1) =W(m) x W(r)

(7 list )=W(r)*

Andere Typformer werdeahnlich behandelt.
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CPO der Umgebungen

Seil’ eine Typzuweisung (endliche Funktion von Bezeichnern auf Typen).

Eine Umgebund/ fur I" weist jedem Bezeichner iom (I") ein Element
U(x) e W(I'(x)) zu.

Die Umgebungeniifr I" bilden eine cpdinv(I') mit U C U’, wenn
U(x) CU(x)furallex € dom(T).
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Semantik von OCAML Phrasen

Zu jeder Programmphradés> ¢ : 7 definieren wir eine stetige Funktion
Wi(t): Env(I') — W (1)L

durch Rekursioniber den Aufbau voa wie folgt.

Wir schreiben widlblich WY () stattW (¢)(U).
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Auswerteregeln

e Istc eine Konstante, so ist’V (c) = c,

e Istx ein Bezeichner, so isVY (z) = w, falls <z, w> € U. Beachte:
es muss in dom(U) sein.

e Istopein Infixoperator aber nichll, && , welcher eine Basisfunktion
@ bezeichnet.

SindWVY (t;) undWVY (t3) beide ungleichL, so ist
WY (t; opty) = WY (t;) @ WY (¢5). Ansonsten ist das Ergebnis

Einstellige Basisfunktionen wieot und- sind analog.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 348



Auswertung von Funktionstermen

e Seit eine Funktionsanwendung der Fotint,. Es seilW’V (¢,) die
Funktion f undWVY (¢5) = w. Ist auch nur eines der beiden gleith
soistWV(t) = L.

Ansonsten istVY (t) = f(w). Dies kann trotzdem nochk L sein, da
jaw(n->m)=W(m — W(rn).L.

e Seit = function x -=> tundD'>t: 71> 1.

EsistiWV (¢) diejenige Funktion, diev € W () auf
WUH<zw>}(¢") ¢ W(r,), abbildet.

¢ Die alternativen Notationeruf Funktionsdefinitionenfgn , let )
haben analoge Bedeutung.
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Auswertung vonif und let

e Seit ein bedingter Term der Gest#t ¢, then ¢, else t3.Ist
WY (t;) = true, soistiWV (t) = WY (t3). BeachteIVY (t3) kann dann
= | sein.
Ist WY (t,) = falsg soistiWV (¢) = WU (t3). BeachteIV'Y (t,) kann
dann= L sein.
Ist dagegeV'Y (t1) = L, so auchVY ().

e Seitvonder Formet x= t;in 5.
SeiWU (t;) = w # L. DannistiVV (t) = WUH{<zw>}(¢,),
Ansonsten istVV (t) = L.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 350



Tupel und Boole’'sche Operatoren

e Seit = (t1, to).Seien weiter
WU(tl) = W1 7é J_WU(tQ) = W9 7é 1. Dann iStWU(t) = (wl,wg).
Ansonsten istVY (t) = L.

o WUty || t2) =WUY(if ¢ then true else to)

e WY(t; && to) =WVUY(if ¢, then ¢, else false ).
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Semantik vonlet rec

Eine rekursivdet -Bindung
let rec fx =t

bindet f an die Funktion
fix(functionF.functiongz WY H{<®:w><f.F>} (1))

Das gilt analogifir Phrasen miket rec ...in und fur Funktionen mit
mehreren Argumenten.

Man beachte, dad¥ (7:-> 1) ein kleinstes Element besitztamlich
function w.L. Somit existiert dieser kleinste Fixpunkt.
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Beispiel: Fakultat

let rec fakt n = if n = 0 then 1 else n * fakt(n-1)
Sei F = WP (fakt ).
EsistF = fix(®), wobel

®(f) = function w. WU Hi<nw>,<fakt,f>}

if n = 0 then 1 else n * fakt(n-1) )
Es gilt

¢(f) = functionw.if w =0then1elsew - f(w —1)
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Bestimmung des Fixpunkts

Wir berechnerd?(_L), wobei L € Z — Z, die Funktion “konstant_” ist.

Es ergibt sich folgende Wertetabelle:

<0|0 |1 [2]3 |4 |5 ]|>5
1 Lo L] L)Ll |L
(L) | L |1 | L|L|L|L|L]|L
(L) | L |1 |1 | L|L|L|L]|L
(L)L |1 |1 |2 |L|L|L]|L
PHL) || L |1 |1 ]2 |6 | L |L]|L
PS(L)||L |11 ]2 |6 24| L|L

Wir sehen, dass|, (L) = functionw.w!.
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Operationelle Adaquatheit

Es gilt der folgende Satz:

Haben zwei Terme die gleiche denotationelle Semantik, so kann man in
einem beliebigen Programm den einen Term durch den anderen ersetzen,
ohne das Verhalten des Programms im Sinne der operationellen Semantik
zu ve@andern.

Insofern stellt die operationelle Semantik eine korrekte Implementierung
der denotationellen Semantik dar.

Will man umgekehrt die operationelle Semantik als “malf3geblich”
auffassen, so bedeutet der Satz, dass die denotationelle Semantik ein
korrektes Schlussprinzifpif Austauschbarkeit von Programmteilen liefert.
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