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Losung zu Aufgabe S-13:

Angenommen, wir schreiben eine FunktieollkommenN — bool, die von einer ndirlichen Zahl

n entschieden soll, ob diese vollkommen ist. Dann wird diese Funktion nicht darum herumkommen,
einen Teilert vonn zu wahlen, um das Problem auf ein kleineres zu reduzieren. Dann gibt es prinzi-
piell zwei Moglichkeiten fir einen rekursiven Aufruf.

1. Es wirdvollkommefn — t) aufgerufen. Aus den Teilern von— ¢ 1aRdt sich jedoch nicht mehr
auf die Teiler vom schliefRen.

2. Eswirdvollkommef /t) aufgerufen. Dann kann man Teiléversehen, z.B. werrkeine Prim-
zahl ist. Umgekehrt, falls immer prim ist, dannibersieht man solche Teiler, die nicht prim
sind.

Um diese Probleme zu umgehen, betten wir die Frage nach der Vollkommenheit einer Zahl in eine
generellere Fragestellung ein: das Berechnen der Summe aller Teiler, e gibRer alsl aber
kleiner gleichi sind.

teiler _summe = function(n, i: nat) nat
if i =1then0
else ifn mod ¢ = 0 theni + teiler_summe(n,i — 1)
elseteiler_summe(n,i — 1)

Dann &Rt sich folgendermalen bestimmt,olollkommen ist:

vollkommen = function(n: nat) bool
teiler_summe(n,n —1) =n —1

Ldsung zu Aufgabe S-14:

a)ym(1) = 2Mleg2(D1+1 _ 1 — 90+1 _ 1 — 1, Sei nunn > 1. Dann ist[log,(n)] + 1 > 2. Ausserdem
giltfur allen > 1, das2/!°s2(W1+1 die zun nachstgbRere Zweierpotenz ist. Undirfn > 1 ist diese
immer giolRer als + 1.

b) Es gibt zwei verschiedene rekursive Aufrufe innerhalb der Definitionf@n. Sei zuersi, = 2"
fur einn’ > 1. Dann wird f mit Argumentn’ aufgerufen. Es gilt

m(n) _ 2[10g2(n)]+1 = 2|'10g2(2"/)]+1 . 2n/ _ 2n/+1 _ 2n/ _ 2n/ > 2ﬂog2(n’)‘|+1 = m(n/)

Ist n keine Zweierpotenz, dann wirfimit Argumentn’ = n + 1 aufgerufen. Es gilt

m(n') = gllogy (n)1+1 _ 1 _ oflogy(nt)1+1 _yy 1 < ofloga(m)1+1_yy 1 ~ glloga(n)1+1 _ ) — m(n)



wobei die erste Absctizung die Tatsache benutzt, dadseine Zweierpotenz ist.

L 6sung zu Aufgabe S-15:

Wir definieren als Abstiegsfunktion! (n,m) = |n — m/| fur f. Erstens terminiert der Aufruf von
f(n,m), falls M(n,m) minimal, d.h.0 ist. Zweitens ist zu zeigen, dass dié-Werte an Stellen
(n/,m') kleiner sind als ded/-Wert von (n,m), falls f(n,m) Uber f(n/,m') definiert ist. Das ge-
schieht an zwei Stellen. Es gelten

M(n, Ln—i—mJ):m_ VH_m

5 5 J\<|n—m|:M(n,m)

und

n+m n+m
M= m =115

da das arithmetische Mittel vom und m immer réher ann liegt als m dies tut und umgekehrt.
Durch das Auf- und Abrundentkinen Randflle auftreten, d.h. in den obigen Ungleichungéntkte
prinzipiell doch Gleichheit gelten. Dies kann aber nur zu Problerabreh, falls der Abstand vom
undm gleich1 ist. Sei z.B.m = n + 1. Dann gilt

—‘—m| <|n—m|= M(n,m)

2-n+1
2

M(n,[ J)—] —{n—i— J]—0<1—]n—n—1] M(n,m)

und 5mt1
-n
(=5

und analogifirn = m + 1.

1
—‘,n+1):|[n+§—‘ -1 =0<1=|n—n—1]=M(n,m)

Losung zu Aufgabe S-16:

nat — a) — «

nat — nat) x nat — nat

a) (
b) (¢ — f) xa — 3
c) (
d) (

nat X & — nat X a) X nat X @« — nat X «

wobei x starker bindet als—.



