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A. Einleitung

Fixpunkte und Fixpunktgleichungssyteme, spezielbBsche Gleichungssysteme, spielen
eine bedeutende Rolle in der Informatik. Aus diestniass sollen in dieser Arbeit die

mathematischen Grundlagen vorgestellt werden.

Doch zunéachst noch einige einfihrende Beispielenémwieder hat man in der Informatik

mit beschrifteten Transitionsystemen zu tun (zbt@ge und Zustandsibergadnge von
Automaten). Diese kénnen mit Hilfe des modajerKalkul beschrieben werden. Betrachtet

man nun ein gegebenes Modell und eine Formel gesalkils, so stellt sich einem die
Frage, ob vom Anfangszustand aus, das Transitieraydie Formel erflllt. Man kann sich
nun eine Transformationsfunktidh definieren, die ein Paard(,a) nimmt, wobei® eine
Formel des modalenu-Kalkul ist und ar ein Modell, und dies auf ein Boolesches
Gleichungssytem abbildet. Diese Funkti@n existiert und somit entspricht das "model
checking problem” dem Ldsen eines Booleschen Qleigssytem.

Ein anderes Beispiel kommt aus dem Bereich der\samel Schaltnetze lassen sich ebenfalls

durch boolesche Gleichungssysteme beschreiben.



B.

I. Grundlagen

In diesem Abschnitt werden allgemeine Grundlagenz kvorgestellt, Fixpunkte und
Fixpunktgleichungssysteme definiert. Hierbei hahdelsich um allgemeingiltige Aussagen.
Mathematische Begriffe, die im Text nicht ndherdetért werden, werden als bekannt

vorausgesetzt und nur kurz in einer Ful3note wiexdierh

1) Partielle Ordnung, Supremum und Infimum:

Definition 1.1.1:
Eine Relation< auf eine Mengé nennt marpartielle Ordnung, wenn fir alle Elemente
x,y O Agilt:

1) X <X (reflexiv)
2) xsyundy<x = xX=y (antisymmetrisch)
3) xsyundy<z = x<z (transitiv)

Man bezeichet eine Menge mit einer partiellen Ongnalsgeordnete Menge

Folgerung 1.1.2:
Ist A eine geordnete Menge so ist auch jede TeireeX [0 A eine geordnete Menge und

das grofdte Element von X igt[1 X, wenn gilt g = x fur alle x[0 X. Analog existiert das

kleinste Elemenk 0 X , wenn giltk < x fur all xJ X..

Definition 1.1.3:

Sei nun BJA. Dann gibt es ein "obere Schranke Bmit b< o fur alle b0 Bund analog
eine "untere Schrankell 0 Bmit u<bfir alle bOOB. Die "oberen Schranken" alld® (0 A
werden int Bgesammelt und die "unteren Schranken? iB .

Das kleinste Element von B, falls es existiert, bezeichnet man &lspremum und das

grofte Element von BalsInfimum .



Notation:

Im folgenden wird dasSupremum einer Menge{x,y} als xLy und dasInfimum als

x L ybezeichnet.

Defintion 1.1.4 (Verband):

Ein Verband ist ein Paar (&), so dass1x, y [ A gilt:
xLy, xLy OA.

Definition 1.1.5 (vollstandiger Verband):
Ein Verband (Ag) heisst vollstandig, falls

UXOA: LX,LCX OA.

2) Fixpunkte:

Wie bereits angekiindigt, folgt nun die Definitiomrnv Fixpunkten tUber Verbanden. Im

folgenden Abschnitt wird die Kenntnis von monotofi@emktionen vorausgesetzt.

Definition 1.2.1:
Sei (A,<) ein vollstandiger Verband und : A - Aeine Funktion. EinadA ist ein

Fixpunkt, falls gilt f(a) =a.

Satz 1.2.2 (Knaster-Tarskif:
Sei (A,<) ein vollstandiger Verbandf : A -~ A eine monotone Funktion unél die Menge

aller Fixpunkte vori.
1) P ist nicht leer und vollstandig.
2) derkleinste Fixpunkt: ziX.f(x) = Supremufad A| f (x) < a}
3) dergroRRte  Fixpunkt: uX.f(x) = Infimur{ad A| f (a) = a}

! zur Erinnerung: Sei f eine Funktion. Faks< Y gilt, dann muss aucH (X) < f () gelten.
2 A. Tarski, A Lattice-theoretical Fixpoint Theoreand its Application. Pacific J.Math. 1955. Band5285-
309



o wird verwendet, wenn entweder oderuv gemeint ist.

Um nun auch eingebettete Fixpunkte definieren zonkd, muss nun zuerst noch eine
Ordnung auf Funktionenraumen festgelegt werdens eschieht durch das folgende

Lemma.
Lemma 1.2.3:

Sei (B,<) ein Verband, A eine Menge, dann ist auch{8, L1) ein Verband mit fl g, falls
OxOA: f(x) < g(x)

Beweis:
Um zu zeigen, dass (A B,Ll) ein Verband ist, muss man zeigen, dass fur jew2il
Elemente von "A- B" sowohl Infimum, als auch Supremum (vgl. Def4)lexistieren. Da

aber nun gilt:0Ox O A: f(x) < g(x) folgt die Behauptung.

Definition 1.2.4 (eingebettete Fixpunkte):
Seien (A,<) und (B,<) vollstandig Verbéande ung : AxB — B eine monotone Funktion.
Dann sind dekleinste Fixpunkt und dergrof3te Fixpunkt in bezug aufB eine Funktion von
A nachB.
Speziell:
1) derkleinste Fixpunkt:
AHY.9(X,Y) = Infimur{g'D(A - B)| g(X,g'(X)) < g'(X)}
2) dergrof3te Fixpunkt:
uY.g(X,Y) = Supremufig'D (A ~ B)|g(X,g'(¥) = g'(X)}

3) Fixpunktgleichungssyteme:

Definition 1.3.1 (Fixpunktgleichungssytem):
Ein Fixpunktgleichungssytem £ Uber einer nach Definition 1.4 vollstindige Merfyast
eine endliche Folge von Gleichungen der FoaX € f ) wobei f : A" - A mit nON %eine

monotone Funktion ist. Dikeere Sequenavird mit £ bezeichnet.

® N bezeichnet hier die Menge der natiirlichen Zahlen.



Definition 1.3.2:
Seiz ein Fixpunktgleichungssytem. Dann gilt:
1) Die Menge der Variablen auf detken Seiteist:

. lhs((oX = f )£)={X} Ulhs ()
2) Die Menge Variablen auf degchten Seiteist:

rhs((oX = f) £)={f} U rhs(z)
3) Die Menge degebunden Variablenist:
bound)=Ilhs(z) n rhs(z)
4) Die Menge defreien Variablen ist:
free(®)=risE)NNS(E)

Wie man in Punkt 3) von Bemerkung 1.3.2 siehtesmoglich dass Variablen gebunden sind.
Diese kdnnen in mehreren Gleichungen des Fixpusiktgingssytem gebunden sein. Anstatt
jetzt jedesmal den Wert einer gebundenen Variablsubstituieren, bietet es sich an, diese

Werte in einer sogJmgebung@ zu sammeln.

Definition 1.3.3 (Umbgebung):

Eine Umgebung ist eine Funkti®n X - A, die einer Variable einen Wert zuordnet.

1) Anwendung einer Funktion auf eine Umgebur®) fiefert als Ergebnis die Funktion f in
der jede freie Variable an einen Wert aus der Umgglgebunden wird.

2) B[X/a] beschreibt eine Umgebung in der jede Varialale3er X, an einen Wert afls
gebunden werderBX/a])(Y)=Y, falls Y und X nicht &quivalent sind. X selbst erhalt den
Wert a ( formell: @[X/a])(X)=a)

Il. Boolesche Gleichungssyteme

Bei den booleschen Gleichungssytemen handelt el sim einen Spezialfall der

Fixpunktgleichungssyteme, denen Bigolesche Mengesz{true, false} zugrunde liegt.

1) Grundlagen:

Zunachst folgt eine Definition der booleschen Giairgssyteme, analog der Definition 1.3.1



Definition 11.1.1 (Boolesche Gleichungssyteme):

Seis " (x) die Menge der Negationsfreien booleschen Ausdribles einer zahlbaren Menge
von Variablenx.

Eine boolesche Gleichung hat die FomiX = f, mit o O{u,u}, X ist eine boolesche
VariableX UOx und f O3 " (x).

Ein boolesches Gleichungssytem ist eine Folge waeschen Gleichungen. Die leere Folge
wird mit £ bezeichnet.

Falls oX = f ein boolesche Gleichung undein boolesches Gleichungssytem ist, so ist auch
(oX = f )z ein boolesches Gleichungssytem.

Es gilt die Ordnung false true.

Anstatt die kleinsten/gréf3ten Fixpunkte einer bsofen Funktion punktweise auszuwerten,
ist es nun mogliche diese als eine Funktion selbseprasentieren. Die folgenden 2 Lemmata

zeigen das.

Lemma 11.1.2:
Sei f(X) eine monotone boolesche Funktion Gber der VanmelleDann gilt:
MX. f(X) = f(false

Beweis:
Zwei Falle.
1) pX.f(X) = false = f(false ) = false

2) uX.f(X) =true = f(false) = true
somit gilt: pX.f(X) = f(false)

Lemma I1.1.3:

Seif( X,,...,X,,) eine monotone boolesche Funktion wdh -, 3. Dann gilt:
1) kleinster Fixpunkt in Abhangigkeit voX,: uX,.f(X,,...,.X,)) = f(falsg X,,...,X

2) grofter Fixpunkt in Abhangigkeit voX, : uX,.f (X,,...,X,,) = f (true, X,,...,X,)



Beweis:

folgt direkt aus Lemma 11.1.2 (Spezialfall von Lerarth.1.2)

Definition 11.1.4:

Seiz ein boolesches GleichungssyteaX = f eine boolesche Gleichun@,eine Umgebung
und b, =false und b, =true. Dann lasst sich die Losung eines booleschen

Gleichungssytems wie folgt angeben:

[ge = 0
[(oX=f)z]6 = [£]B[X/f([2] GX/b )]
Definition 11.1.5:
Die Lange eines booleschen Gleichungssytemsst definiert als:
[d = 0
[(oX =f)z] = 1+f + [l

mit [f | = die Anzahl der Variablen und Konstantef in

2) Einfache Form und Normalform:

Definition 11.2.1:
Ein boolesches Gleichungssytem befindet siokinfacher Form, falls jede rechte Seite eine
Gleichung entweder aus genau einer KonjunktionjuDigion, einer einzelnen Variablen

oder einer Konstanten besteht.

Definition 11.2.2 (Normalform):

Ein boolesches Gleichungssytem befindet sich Normalform, falls folgende
Voraussetzungen erfullt sind:

1) Ihs(z)={X,,...,X,} fur einnON

2) wenn X; < X; dannisti<]j
3) die rechte Seite jeder Gleichung besteht entnagieeiner DisjunktiorX; 0 X, einer

KonjunktionX; [ X;, einer einzelnen Variablex, oder einer Konstanteue oderfalse



Lemma 11.2.3:
1) ((oX = f,01,)z]6)
2) ([(oX = f, 0 f,)z]6)

([(oX = f, OX") (X" = £,)z]8)

((oX = £, 0X") (X’ = £,)£]6)

mit einer neuen VariableX', die weder in der rechten Seite vonnoch inf, oderf, auftritt

und einem beliebigen Fixpunktoperatdr

Beweis:

1) Der FixpunkoX in dem Gleichungssytem ¢ = f, O X")(oX" = f,)z] wird durch den
Ausdruck f, O X"bestimmt. X" entspricht aber genad, und somit gilt oX = f, OX"' =
f, O f,; also gilt somit insgesamt fir das Gleichungssyt@rBehauptung.

2) analog 1)

Satz 11.2.4:
Zu jedem booleschen Gleichungssytemgibt es ein boolesches Gleichungssytemin
Normalform und eine Umbenennungsfunktién so dass gilt:
([z19(X) = ([216)(A(X))
Beweis:

Anwendung von Lemma 11.2.3.

3) Blocke:

Betrachtet man noch einmal die Definition einesléschen Gleichungssytems, so besteht
dies aus einer Folge von Gleichungen. Es ist nugliof) dass mehrere aufeinander folgende
Gleichungen, den selben Fixpunktoperator besitbése Gleichungen lassen sich dann zu
einem Block zusammenfassen. Offensichtlich ist der kleinstecBleines booleschen
Gleichungssytems eine Gleichung und der Gro3té&stiEshungssytem an sich.

Doch nun zur formellen Definition und weiteren metssanten Aussagen bezgl. Blocken.

Definition 11.3.1:

Seiz ein boolesches Gleichungssytemlasst sich nun in Teilgleichungssytemez , ..z
zerlegen, mitz, = (o, X, = f;))....(0, X;, = f; ). Ein solches Teilgleichungssytem nennt
man einerBlock.
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Definition 11.3.2 (aktive Variablen):

Seiz ein boolesches Gleichungssytem. SesgnX = f, und o, Y = f, Gleichungen vor,
mit o, X = f, <o,Y = f,, dann isiX aktiv in g, Y = f,, falls

1) X ist ungebunden i, Y = f,

2) eine Variabl& ist ungebunden iw, Y = f,, X <Z <Y undX st aktiv in

o,Z=f,

Definition 11.3.3:

1) Eine VariableX ist aktiv in einem Block: ; , wenn sie in einer Gleichung ven aktiv ist.

2) Ein Block £, ist aktiv in einem Blocke .

;» wenn eine VariableX einer Gleichung

oy X =f, vonz, inz, aktiv ist

Die Frage die sich einen nun stellt, ist, wie siebtbeziglich der minimalen Anzahl von
Blocken eines booleschen Gleichungssytems ausméafiegleich sehen wird, ist es mdglich,
unter bestimmten Voraussetzungen, boolesche Glaggmuzu vertauschen. Hierzu benétigt

man das folgende Lemma.

Lemma 11.3.4:

Seien X, nicht frei in f, und X, nicht frei in f, Ferner seie@, und@, gegeben als:
0, = [z,(0 X, =)o, X,=1,)£,]0
0, = [£,(0,X, = f,)(0. X, = f,)£,]6

Dann gilte, = 6,.

Beweis:

direkt. Ein Vergleich beider Umgebung@npund6, zeigt die Gleichheit beider.

11



Definition 11.3.5 (Einbettungstiefe):
Die minimale Anzahl von Blockeneines booleschen Gleichungssytems erhalt manminde
man wiederholt Gleichungen unter Anwendung von Lemh8.4 vertauscht. Das Ergebnis

bezeichnet man alinbettungstiefe eines booleschen Gleichungssytems.

Zum Abschluss dieses Unterpunktes bleibt noch dagd-zu klaren, wie es denn bezgl. der
Alternierungtiefe aussieht. Diese wird bestimmt in dem gezéhlt wisie oft sich der

Fixpunktoperator aufeinander folgender Gleichunigeatert.

Definition 11.3.6 (Alternierungstiefe):

Sei £ ein boolesches Gleichungssytem. S$giX, = f, <...< 0, X, = f, eine Kette von
booleschen Gleichungen maximaler Lénge, so dagedésl<i < n gilt:

1) X, istaktivino,,, X,,, = f,

2) X, ist frei in f,

3)o, 20,
Dann hatz die Alternierungstiefa.

Man schreibtad(z)=n.

4) Reduktion eines booleschen Gleichungssytem untBeibehaltung der Lésung:

Es kann nun sein, dass zwei Gleichungen eines dwe Gleichungssytems die selbe

rhsbesitzen. Zum BeispieloX = f und gY = f . Es wére nun wiinschenswert, wenn man

eine Gleichung entfernen und den Fixpunkt mit dewheaen substituieren kdnnte. Nattrlich
sollte auch die L6sung des Gleichungssytem dawvdnt bieeinflusst werden.

Der folgende Satz zeigt, dass das mdglich ist.

Satz 11.4.1:
Seiz ein boolesches Gleichungssytem der FarifoX = f )(oY = f )z, . Falls

1) 8, = [z,(0X=f)oY=f)z,]0

2) 8, [2,[XM( oY = f [XIY)z,[X/Y]6

3) o,

6,[X8, (Y]

Dannistd, = 0, .

12



Beweis:
direkt. Die Ausfihrung der Schritte 1)-3) liefegrdBeweis.

Ill. L6sen von booleschen Gleichungssytemen

Neben dem in der Definition 11.1.4 angegebenen Meén zum Ldsen von booleschen
Gleichungen, gibt es noch eine Reihe weiterer. éissllen nun in diesem Abschnitt
vorgestellt werden.

Die vorgestellten Algorithmen lassen sich in zwdaséen zuordnen und zwar globale und
lokale Verfahren. Bei den globalen Verfahren haneéelsich um solche, bei denen das ganze
boolesche Gleichungssytem gelost werden muss. &eilakalen hingegen werden nur die

Teile des Gleichungssytem berechnet, die notwesiddjum eine Variable auszuwerten.

1) Approximation:

Als erstes Verfahren soll nun digproximation vorgestellt werden. Hierbei handelt es sich

um einglobales Verfahren

Algorithmus-Schema:

Fixpunkte:

Sei (A,<) nach Definition 1.1.5 vollstandig. Dann besitzeef sogunterstes Elementu und
oberstes Elemento’. Somit lassen sich der kleinste/groRte Fixpunkifagh durch
wiederholtes Anwenden vdrauf das Ergebnis bestimmen.

zb: X . f(X)=u< f(u)< f(f(u)<..< f'(u). Analog lasst sich der groRte Fixpunkt von o
ausgehend bestimmen.

Dieses Verfahren lasst sich auch leicht@nfjebettete Fixpunkteanwenden. Hierbei lassen
sich die Funktionen simultan approximieren. Die#t gber nur fir nicht alterniernde
Fixpunkte.

zb: Sei pX,.f, (X, tX,.f,(X,, X,))eingebetteter Fixpunkt. Um den kleinsten Fixpunkt z

bestimmen lassen sich beide Funktionen simultaroappieren.

“ engl. "bottom element" und “top element"

13



Dann gilt fur f,**(u) = f,(f, (u), ;" (u))und f,*(u) = f,(f,'(u), f, (u)).

Mann erhalt somit: u< f,(u) < f2(u) <...< £, (U) = wX,. F, (Xy, 12X, T, (X, X,)) fur ein
iON.

Im Falle eines alternierenden Fixpunktes ist, wie bereits gesagt, eine simultane
Approximation nicht moglich.

zb: Sei uX f (X, 1X,.1,(X,, X, )plternierender Fixpunkt. Wenn man jetaX,f,
approximiert, dann braucht man fur jede Auswertumig f, eine vollstandige Approximation
von uX, f,.

Man erhalt somit:f,**(0) = f,(f, (0), uX,.f,(f, (0), X,)).

Boolesche Gleichungssyteme:

Der Approximationsalgorithmus lasst sich auch direkf boolesche Gleichungssyteme

anwenden. Interessant hierbei ist, dass die Glegdgmen eines Blockes simultan

approximiert werden kdnnen.

2) Tableaux:

Hierbei handelt es sich um eilokales Verfahren dh anstatt das ganze boolesche
Gleichungssytem zu l6sen, gibt das Tableaux nutL.dgeing fur eine einzige Variablean.

Es ist somit nicht notwendig, alle Gleichung zelds

Algorithmus-Schema:

Seiz ein boolesches Gleichungssytem in Normalform (D&f.2) und seb eine Umgebung.
Ferner seB' = [£]0 die Losung des booleschen Gleichungssytems. Mass mun zeigen,
dass gilt (E]0)( X;) = true. Dies ist der Fall, wenn fiar, X, = f, gilt f (0) = true. Also muss
man nun zeigen, das§ den Wert "true” bekommt. Dies wird sukzessiv fesgtzt und es
entsteht ein "Beweisbaum" mit der WurzeX,, und Knoten, die oben genannte

"Zwischenziele" symbolisieren. In jedem Knoten deam Regeln so lange angewandt, bis

eine Abbruchbedingung erfullt ist.

14



Abbruchsbedingung 1:

Der Knoten n, deX; beinhaltet, ist ein Blatt des Tablaux, wenn eg®iRfad von n bis zur
Wurzel gibt und dazwischen einen weiteren Knoteder X; beinhaltet. Ferner gibt auf dem
Pfad von n nach n' keinen Knoten der eine Variablebeinhaltet, aus einem Blodg < B,

(X; OB;; X; UB;). Einen solchen Knoten n" bezeichnet man als “"emgm” von n.

Abbruchsbedingung 2:

Etwas schwéchere Variante von Abbruchsbedingunglidr wird nicht verlangt, dass es

zwischen dem Blatt n, dax; enthalt, und der Wurzel einen Knoten gibt, dgr- wie oben

beschrieben, enthalt.
Es fehlt nur noch die Entscheidung, ob es sich umedolgreiches Blatt oder einnicht
erfolgreiches Blatthandelt.

Erfolgsbedingung:

Ein Blatt, das einerVariable enthélt ist erfolgreich. Ein Blatt daseemVariable enthalt ist

nicht erfolgreich.

3) Gauld Elimination

Hier handelt es sich um ein Verfahren, bei demigalzise das Gleichungssytem um eine
Variable und Gleichung reduziert wird. Diese Redumg erfolgt in zwei Schritten. Einen
Eliminationschritt und einenSubstitutionschritt. Die Richtigkeit dieser beiden Schritte soll

nun anhand von 2 Lemmata gezeigt werden.

Lemma 111.3.1 (Elimination):

Seienz, und £ ,boolesche Gleichungssyteme und setx = f und oX = f'boolesche
Gleichungen mitf' = f[X /b, ]Dann gilt:
[£,(oX=f)£,]0=[£,(cX=1")£,]0
15



Beweis:
direkt durch Einsetzen.
Lemma 111.3.2 (Substitution):
Seienz,, £, und £, boolesche Gleichungssyteme und seigX, =f , g, X, =f' und
o,X,=g mit f'=f[X,/g]. Dann gilt:
E(oX,=f)£,(0,X,=9)£,]0=[z,(0, X, =f")£,(0,X,=9) £,]0
Beweis:

direkt durch Einsetzen.

Bevor nun in Pseudo-Code der Algorithmus der Galifdikation angegeben werden soll,

noch einige Regeln, die zu Auswertung beachtet everdiissen.

Regeln 111.3.3:

X Ctrue= X
X Otrue =true
X O false= false

X O false= X
XC(XLY)=X
Xoxay)=X

(XCY)C(XLCZ)=XLC(YC2)
(X OY)O(X 02) =X O(YD02)

Gaul’ Elimination - Algorithmus (global):

Eingabe (o, X, = f, )... (0, X, = f,) und®

while not ( f, =true or f, = false)

do

Setze X, in f, aufden Wertb, ; (Eliminationschritt)

16



SubstituiereX, durch f, in f ,...,f_; (Substitutionschritt)
f,:=Eval(f,);...; f,_;:=Eval(f,,); (Evaluationschritt gemaf Regeln
i=i-1; 11.3.3)

od

Bemerkung 111.3.4:

Dieser Algorithmus hort auf, wenri; zu true/false ausgewertet wird. Ist man nun an der

ganzen Losung des booleschen Geichungsystemsssitate missen die Elimination- und

Substitutionschritten-mal angewendet werden um fir jedes, einen Ausdruck zu

bekommen, der keine Variablg,,..., X, enthalt.

Ist man nur an der Losung der ersten Variablerrastgert, so reich es aus, nur diejenigen
Gleichungen auszuwerten, die fur die L6sung notvgesichd.

Die Idee ist nun, dass alle zur LOsung relevanteleicBungen in einem neuen
Gleichungssytemz' gesammelt werden, auf dass dann der globale Géniin&ion -

Algorithmus angewendet wird.

Gaul’ Elimination - Algorithmus (lokal):

= (0, X, = ;)
Setze X, in f, auf den Wertb,; (Eliminationschritt)
f, := Eval(f,); (Evaluationschritt gemaf Regel 1113.3)

while not ( f,=trueor f, = false)

do
Wabhle X, aus f,, wobei gilt X; Olhs( z");
Konstruieref,und fugeo; X, = f; zuz' hinzu;
wende globale Gaul3 Elimination auf an

od

17



C. Schluss

Die in dieser Arbeit vorgestellten Aussagen lUbernlésche Gleichungssyteme sollen einer
Einfihrung in dieses Gebiet genugen. Natirlich giéist noch eine Vielzahl weiterer
interessanter Satze und Lemmata - auch fur allgereixpunktgleichungssyteme giltig - ,

aber diese wurden den Rahmen der vorliegenden tAsjeEngen.
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