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1 Einleitung

Die klassische Komplexitatstheorie beschéftigt sich mit der Frage, wie viel Spei-
cherplatz oder Berechnungsschritte ein als Algorithmus formuliertes Problem
bis zu seiner Losung (iiblicherweise durch eine Turing-Maschine) in Anspruch
nimmt. Die dadurch entstehenden Hierarchiestufen stellen ein Mass fiir die Kom-
plexitit von Problemen dar.

Die deskriptive Komplexitdtstheorie versucht im Gegensatz dazu, das Problem
selbst mit Hilfe einer geeigneten, moglichst schwachen Logik zu beschreiben. Da
unterschiedlich ausdrucksstarke Logiken zur Beschreibung verschiedener Proble-
me herangezogen werden miissen, lisst sich auch durch diese Betrachtungsweise
eine Hierarchie fiir die Schwierigkeit von Problemen entwerfen.

Es stellte sich schliesslich heraus, dass exakte Korrespondenzen zwischen Ele-
menten beider Hierarchien existieren.' Thre Untersuchung ist nicht nur von theo-
retischem Interesse, sondern weist auch unmittelbaren praktischen Nutzen auf:
Will man beispielsweise eine Anfragesprache fiir relationale Datenbanken defi-
nieren, stellt sich sofort die Frage, wie aufwiindig die Implementierungen fiir ein
gegebenes Ausdrucksmittel sind. Konkreter:

Eine Datenbank enthalte Informationen dariiber, welche Fluglinien zwischen
welchen Stddten Direktverbindungen unterhalten. Dabei soll jede Fluglinie als
eigene bindre Relation iiber einem Universum von Stidten organisiert sein.
Denkbare Anfragen wéren:

- Ist es moglich, mit Fluglinie £ von Stadt a nach Stadt b ohne Zwischenstop
zu fliegen?

- Ist es moglich, mit Fluglinie E von Stadt a nach Stadt b zu fliegen?

- Ist es moglich, von Stadt a nach Stadt b zu fliegen und dabei genau eine
Fluglinie zu verwenden?

Die Formulierung der ersten Anfrage ist offenbar nicht sehr schwierig: Fab. Wir
benétigen hierzu Pridikatenlogik erster Stufe (abgekiirzt FO fiir First Order).
Die Antwort ist direkt aus einer Tabelle oder Relation auszulesen und man sieht
leicht, dass der dazugehorige Algorithmus von geringer Komplexitét ist (Suche
im Array). Aber schon fiir die zweite Frage ist FO nicht mehr ausreichend.
Wir benétigen einen rekursiven Operator, der die transitive Hiille von E auszu-
driicken vermag.

Wie wir sehen werden, kann man einen solchen Operator definieren und er kor-
respondiert mit einer Klasse von Problemen, die in NLOGSPACE liegen.

Die dritte Frage schliesslich erinnert stark an die zweite, mit dem Unterschied,
dass sdmtliche Tabellen (d.h. Relationen) zu befragen sind. Solche Quantifizie-
rung iber Relationen ist nur in Pradikatenlogik zweiter Stufe (SO) moglich.
Diese Logik ist jedoch bereits so komplex, dass man nur Fragmente davon (mit
eingeschriankten syntaktischen Konstrukten) betrachtet. Einige davon werden
wir in Kapitel 3 vorstellen, nachdem ein paar grundsitzliche Begriffe definiert

erstmals 1974 entdeckt von Fagin durch das Ergebnis NPTIME = %1 [2]



wurden.

Im Anschluss daran werden Grundkenntnisse aus der Komplexitatstheorie auf-
gefrischt (Kapitel 4) bevor wir in Kapitel 5 das grundsétzliche Verfahren und ein
paar mehr oder weniger technische Details der deskriptiven Komplexitétstheo-
rie angeben. Schliesslich werden zwei Ergebnisse ausfiihrlich untersucht, ndmlich
dass FO(DTC) = LOGSPACE und dass FO(TC) = NLOGSPACE. Andere in-
teressante Ergebnisse werden nur kurz im letzten Kapitel erwahnt.

2 Begriffe

2.1 Notation

Zu logischen Formeln ¢ werden oft ihre (freien sowie gebundenen) Variablen in
der Form ¢(x1,...,x;) mit angegeben. Kleinbuchstaben bezeichnen hierbei In-
dividuenvariablen, Grossbuchstaben Relationsvariablen. Variablentupel werden
durch z abgekiirzt, wenn die Lange keine Rolle spielt.

Sei p(as, ..., ar) eine Formel und ¢4, ..., t,, Terme. goH oder kiirzer p(t1, ..., tp)
bedeutet, dass in ¢ alle freien Variablenvorkommen von ay, ..., a,, durch ¢y, ..., ¢,
ersetzt werden.

Belegungen einer Formel ¢ werden in eckigen Klammern angegeben: ¢|a].

2.2 Vokabular, Struktur

Definition 2.1 Ein Vokabular ist eine endliche, nichtleere Menge 7 von Relationen-
und Konstantensymbolen. Jedem Relationssymbol ist eine natiirliche Zahl n
zugeordnet, seine sogenannte Stelligkeit. 7 heisst relational, falls es keine Kon-
stantensymbole enthélt.

Definition 2.2 Eine Struktur A eines Vokabulars 7 besteht aus einer nichtlee-
ren Menge A (Universum, Wertebereich), einer n-stelligen Relation R4 {iber A
fiir jedes n-stellige Relationssymbol R aus 7 und aus einem Element ¢ aus A
fiir jedes Konstantensymbol ¢ aus 7.

2.3 Ordnung

Definition 2.3 Sei 7 = {<} ein Vokabular und A eine 7-Struktur A = (A, <4).
A heisst Ordnung, falls fiir alle a,b,c € A:

(1) nicht a <* a
(2) a <A boder b <4 a oder a =b
(3) wenn a <4 bund b <4 ¢ dann a < ¢

Manchmal betrachten wir endliche Ordnungen A als {<, S, min, mazx}-Strukturen,
wobei S die bindre Nachfolgerrelation ist und min, mazx das erste bzw. letzte
Element der Ordnung ist. A ist eine Ordnung, falls zusétzlich zu (1),(2),(3) fol-
gende Bedingungen fiir alle a,b € A gelten:



(4) S4ab gdw (a <” b und fiir alle ¢, wenn a < ¢ dann b <* ¢ oder b = )

(5) min? <4 a oder min® = a

(6) a <A maz? oder maz? = a

2.4 Disjunkte Vereinigung

Definition 2.4 Seien A, B 7-Strukturen mit ANB = (). AUB ist die 7-Struktur
mit Universum AU B und RA"8 := R4 U R fiir jedes R in 7.

Falls AN B # () nehme man isomorphe Kopien A’ und B’ von A bzw. B mit
disjunkten Universen.

NB: Die Vereinigung von geordneten Strukturen ist keine geordnete Struktur.

3 Fixpunktlogiken

Rekursivitét ist in FO nicht mehr ausdriickbar. Man betrachte dazu beispiels-
weise gerichtete Graphen G = (G, EY). Das Erreichbarkeitsproblem, also ob
Knoten y von Knoten z via E® zu erreichen ist, kann in FO nicht formuliert
werden.? Zwar kann zu jedem festen Graphen eine Formel angegeben werden,
deren Erfiilllungsmenge genau das gewiinschte leistet, aber das allgemeine Pro-
blem fiir beliebige Graphen ist nicht mehr definierbar.

1= Exy
w2 =1 V Iz(Exz A Ezy)
03 := 2 V FuTv(Ezu A Euv A Evy)

Fiir jedes ¢ € N lésst sich auf diese Weise eine Formel konstruieren, die das
Erreichbarkeitsproblem in ¢ Schritten beschreibt. Falls die Anzahl der Knoten i
nicht iibersteigt, kann man davon ausgehen, dass die Formel fiir ein beliebiges
Knotenpaar z,y das Problem iiber die Mitgliedschaft in der Erfiillungsmenge
entscheidet.

Wollte man eine allgemeine Formel fiir beliebige Graphen in FO angeben, miis-
ste sie unendliche Lange und unendlich viele gebundene Variablen im Fokus der
Existenzquantoren haben, die beliebig grosse Knotenmengen ,yverkraften* konn-
ten, was nicht zulissig ist.?

Stattdessen kann man das Erreichbarkeitsproblem in SO formulieren:

XayV Iz(Xzz A Xzy)

?Dieses Problem entspricht der zweiten Datenbankanfrage im einleitenden Kapitel

3Intuition: Jede endliche Formel v besitzt héchstens n Variablen. Wihle Graphen mit
Knotenanzahl n + 1 und maximalem endlichem Pfad aga;...anan+1 (paarweise verschieden).
Offensichtlich ist das Erreichbarkeitsproblem fiir ap und a1 nicht durch ¢ entscheidbar.
Also muss ¢ unendlich sein.



Da zweitstufige Logik jedoch ein viel zu starkes Ausdrucksmittel ist, behilft man
sich mit Fragmenten davon, die nun vorgestellt werden sollen.

3.1 Fixpunkte

Sei M eine endliche nichtleere Menge. Eine Funktion F : P(M) — P(M) indu-
ziert eine Folge 0, F(0), F(F(0)), ... von Teilmengen von M.

Ihre Elemente werden mit Fy, FY, ... bezeichnet. Also ist Fy = () und F,41 =
F(F,). Man {iberlegt sich leicht, dass falls es ein ng > 0 gibt, so dass F, 41 =
F,,, dann gilt F,, = F,,, fiir alle m > nyg.

Wir bezeichnen F,,; als Fizpunkt von F' und schreiben dafiir Fi. Falls Fii, nicht
existiert, setzen wir F, 1=

F heisst inflationdr, falls fir alle X C M : X C F(X).

Zu beliebigem F kann eine inflationdre Funktion F' : P(M) — P(M) mit
F(X):= X UF(X) definiert werden.

Wir definieren nun eine Funktion F¥ : P(A*) — P(A¥), welche die Erfiillbar-
keitsmenge von ¢ beziiglich einer Relation R angibt. Sei ¢(z1,..., 2, %, X,Y)
eine Formel* aus dem Vokabular 7, wobei die Relationsvariable X Stelligkeit
k habe. Sei A eine 7-Struktur, b eine Interpretation von % in A und S eine
Interpretation von Y iiber A.

F?(R) := {(a1,...,ar)|A | ¢la1, ..., ax, b, R, S|}
Ein Beispiel zur Illustration: Sei G = (G, EY) ein Graph und
o(z,y,X) = (Exy VvV Iz(Xzz A Ezy))
Dann ist fiir n > 1
F? ={(a,b)les gibt einen Pfad der Linge < n von a nach b}°
und mithin
F¢ = {(a,b)|es gibt einen Pfad von a nach b}

Wir werden F'¥ im Anschluss bendtigen, um eine Semantik fiir FO(IFP), FO(LFP)
bzw. FO(PFP) geben zu koénnen. Aber zunéchst sei noch die Syntax kurz vor-
gestellt.

3.2 FO(IFP), FO(LFP) und FO(PFP)

Wir erweitern nun FO um Operatoren IFP, LFP bzw. PFP, mit deren Hilfe
sich Rekursivitit ausdriicken ldsst. IFP steht fiir inflationdrer Fixpunkt, LFP
fiir kleinster Fixpunkt (engl. least) und PFP schliesslich fiir partieller Fixpunkt.
Die Syntax von FO(IFP) sei wie folgt induktiv gegeben:

4Zur besseren Lesbarkeit im Folgenden: @ bzw. Y bezeichnen hier Vektoren von erst- bzw.
zweitstufigen Konstantensymbolen
5das n im Subskript bedeutet n-fache Anwendung von F auf sich selbst



o:=p| @ |1V |3re | [IFPz x|t

wobei p eine atomare SO-Formel iiber einem Vokabular 7 ist und z und ¢ die-
selbe Linge besitzen. Man erhilt die Syntax von FO(PFP), indem man das I
aus IFP in obigem Ausdruck durch ein P ersetzt und die Syntax von FO(LFP),
indem man stattdessen ein L verwendet und ausserdem verlangt, dass X in ¢
nur positiv, d.h. nicht negiert vorkommt.®

Die Semantik der FO-Ausdriicke wird als bekannt vorrausgesetzt. Die Bedeu-
tung von [IFP; xlt ist t € FV®) und diejenige von [PFP; x|t ist t € F2
(Wir erinnern uns aus Kapitel 3.1, dass F(X#V¢) = (F¥)’ und deshalb auch
tatsdchlich inflationér ist). [LFPz x ]t ist wahr, wenn t € FY = FY | und ng
die kleinste Zahl ist, fiir die diese Bedingung gilt. Praziser: Falls X k-stellig ist
und die freien Variablen aus [IFPz x|t (bzw. [LFP...], [PFP...])" aus 4 und Y
sind, und b und S Interpretationen von @ und Y in A sind, dann

A = [IFP; xli[b, 8] gdw (1[0, .., t,[0]) € FE™¥
A|= [LFPz x ¢lt[b, 5] gdw (t1[b], ..., t[b]) € Ff, = F,7 .| und fiir alle m < no,
i # Fon
A = [PFP; xplt[b, S] gdw (t1[b], ..., tk[b]) € FL
Betrachten wir erneut das Beispiel der Graphen:
o(z,y) == [IFP,, x Exy V 3z(Xxz A Ezy)|zy

driickt aus, dass x und y durch einen Pfad verbunden sind. Also wére die Klasse
der verbundenen Graphen in FO(IFP) axiomatisierbar durch VaVy(-(z = y) —
»(x,y)) und ein paar Graphenaxiomen aus FO.

3.3 FO(DTC) und FO(TC)

Die beiden Logiken, die nun vorgestellt werden sollen, sind ebenfalls Erweiterun-
gen von FO, ndmlich um Operatoren DTC bzw. TC von englisch deterministic
transitive closure bzw. transitive closure was iibersetzt deterministische transiti-
ve Hiille, bzw. nur transitive Hiille heisst. Die Syntax von FO(DTC) ist gegeben
durch:

p:=p|@ |1V |3rp | [DTCqsgzp)5t

wobei p eine atomare FO-Formel iiber einem Vokabular 7 ist und alle Variablen

in Z und § paarweise verschieden sind und dieselbe Linge wie 5 und ¢ besitzen.
Ersetze DTC durch TC und erhalte die Syntax von FO(TC).

Die Semantik der Logiken ist mit Hilfe folgender Operationen definiert:
Sei R eine binédre Relation auf einer Menge M, R C M x M.

8dadurch wird erreicht, dass F'Y monoton ist, weshalb der kleinste Fixpunkt existiert
"bestehend aus den freien Variablen aus # vereinigt mit den freien Variablen aus ¢ ohne Z
und X



DTC(R) :={(a,b) € M x M| es gibt n > 0 und ey, ...,e, € M so dass
a = ey, b= e,, und fiir alle i < n, ist e;;1 das eindeutige e, fiir welches
(61‘, 6) € R}

TC(R) := {(a,b) € M x M| es gibt n > 0 und ey, ..., e, € M so dass
a =egp,b = ey, und fir alle i < n,(e;,e;41) € R}

(5,1) € TCH{(z, 9)le(z,7,u)}),

wobei {(Z,7)|o(Z,y,u)} als bindre Relation auf der Menge der Tupel der Lange
Z des Universums betrachtet wird.

Das Problem der verbundenen Graphen lésst sich auch in FO(TC) ausdriicken:
Vavy(=(z = y) — [TCqy Exylay).

3.4 Ausdriickbarkeit

Seien £1 und £ Logiken. £ < Lo (lies: £; ist héchstens so ausdrucksstark oder
méichtig wie L£o) falls es fiir jedes Vokabular 7 und fiir jede Formel ¢ € £4[7]
eine Formel ¢ € L5]7] gibt, so dass Mod(¢) = Mod (¢).

Wir zeigen nun eine Aussage {iber die Méchtigkeitshierarchie der Logiken aus
dem vorangegangenen Kapitel:®

FO(DTC) <1y FO(TC) <) FO(IFP) =) FO(LFP) <4 FO(PFP)

(1) Wir miissen offenbar eine Einschrinkung auf lineare Strukturen vornehmen,
um den Determinismus auch fiir den TC-Operator zu garantieren:
= [DTCs 5p(2, y, )]st = [TCs 50(, §, u) ANVE(p(T, 2,0) — 2 = y)]st

(2) Der TC-Operator ist nur fiir binédre Relationen definiert, weshalb dem IFP-
Operator eine binére Relationsvariable zugefiihrt werden muss:
|: [Tci,gj(p(ja g> ’U’)]gf A [IFP:fﬂ,X(p(j? gv ’l]) v H/D(Xj@ A L)0(177 ga ﬂ))]gf

(3) Der Beweis fiir dieses Ergebnis ist langlich. Siehe [3] fiir Details.

(4) Wir erinnern uns an den Kniff aus der Semantikdefinition des IFP-Operators,
welcher einer Formel durch Anhéngen einer Disjunktion der Relationsvariable
X garantiert, dass der Fixpunkt inflationér ist (also X C F(X)). Dies konnen
wir natiirlich auch explizit tun:

= [IFP; x )t < [PFPz x(XZ V ¢)]t

8diese gilt wohlgemerkt nur auf endlichen Strukturen



4 Komplexitiatstheorie

Das wichtigste in der Komplexitétstheorie verwendete Berechenbarkeitsmodell
ist die Turing-Maschine. Ihr grundsétzliches Konzept wird als bekannt voraus-
gesetzt, wir beschreiben lediglich die hier verwendete Variante.

4.1 Maschinenmodell

Wir betrachten mehrbéndige Turing-Maschinen mit einseitig unendlichen Bén-
dern. Auf jedem Band befindet sich ganz links am begrenzten Ende des Bands
eine Zelle, die mit einem (nicht zum Alphabet gehorigen) Zeichen « beschriftet
ist, welches nicht iiberschrieben werden kann. Die Zellen auf den Béndern sind
durchnummeriert, beginnend mit —1 bei der a-Zelle. Bestimmte Béander sind
als Eingabebénder reserviert und nicht beschreibbar, sondern nur lesbar. Diese
Bénder haben am rechten Ende ihres Eingabestrings das (nicht zum Alphabet
gehorige) Zeichen w stehen.? Die iibrigen Bénder heissen Arbeitsbinder.

Die Maschine besitzt einen Startzustand sg, und ausgezeichnete Zustinde s
(akzeptierender Endzustand) und s_ (verwerfender Endzustand), in denen die
Berechnung anhilt.

Eine Turing-Maschine heisst deterministisch, falls es fiir jeden Zustand und fiir
jedes Alphabetszeichen hochstens eine Anweisung gibt. Ein Eingabewort u wird
von einer Turing-Maschine M akzeptiert, falls es einen Durchlauf gibt, in dem
M im Zustand sy anhélt. M verwirft u, falls alle Durchliufe in s_ halten.

4.2 Zeit- und Platzkomplexitat

Sei A ein Alphabet. Ist f : N — N eine Funktion, so heisst eine Turing-Maschine
M f zeitbeschrinkt, falls es fiir jedes Eingabewort w € A einen endlichen Durch-
lauf von M gibt, der hochstens f(|w]|) Schritte bendtigt.

M heisst f platzbeschrinkt, falls es fiir alle Eingabeworte w € A einen endlichen
Durchlauf gibt, der hochstens f(|w|) Zellen auf jedem Arbeitsband bendtigt.
Sei N[z] die Menge der Polynome mit Koeffizienten aus N. Eine Sprache L C AT
ist in PTIME (,,Menge der in polynomieller Zeit erkennbaren Sprachen®) bzw. in
PSPACE (,Menge der mit polynomiellem Platzbedarf erkennbaren Sprachen®),
wenn sie von einer deterministischen Turing-Maschine akzeptiert wird und p
zeitbeschrénkt, bzw. p platzbeschrinkt ist, wobei p ein Polynom aus N[z]| ist.
NPTIME und NPSPACE sind analog dazu definiert, sie erlauben allerdings zu-
sédtzlich nichtdeterministische Turing-Maschinen.

Weitere Komplexitétsklassen, die uns hier beschiftigen werden, sind LOGSPACE
und NLOGSPACE, die mit logarithmischer Platzschranke offenbar unterhalb
des Platzbedarfs des Eingabewortes liegen. Um die sublinearen Komplexitéts-
klassen iiberhaupt einfiihren zu kénnen, zdhlt man deshalb den Platzbedarf der
Eingabebinder nicht mit hinzu.

Eine Sprache L ist in NLOGSPACE, falls es eine nichtdeterministische Turing-
Maschine M und ein d > 0 gibt, so dass L von M akzeptiert wird und dxlog

9zur Vereinfachung der Instruktionen



platzbeschrankt ist. Ist M deterministisch, so ist L € LOGSPACE.

Es gilt offensichtlich:
PTIME C NPTIME und

LOGSPACE C NLOGSPACE C PTIME C PSPACE C NPSPACE
und man kann zeigen, dass
NPTIME C PSPACE und PSPACE = NPSPACE!Y
Insgesamt gilt also

LOGSPACE € NLOGSPACE C PTIME C NPTIME C PSPACE

= NPSPACE

5 Komplexitiatsklassen und logische Axiomatisier-
barkeit

Die deskriptive Komplexititstheorie untersucht den Zusammenhang zwischen
algorithmischer Komplexitidt und logischer Axiomatisierbarkeit. Es stellt sich
heraus, dass in Bezug auf bestimmte Klassen von Problemen die zu ihrer For-
mulierung bendtigte Ausdrucksstiirke einer Logik mit der Berechnungsschran-
ke einer fiir diese Problemklasse konstruierten Turing-Maschine korrespondiert.
Das Bindeglied zwischen beiden Gebieten stellen die Strukturen dar, welche ei-
nerseits eine bestimmte Formel einer bestimmten Logik erfiillen und andererseits
(geeignet kodiert) genau die innerhalb fester Zeit- oder Platzschranken akzep-
tierten Eingabeworte einer bestimmten Turing-Maschine sind.

Auf diese Weise konnen Ergebnisse aus dem Bereich der Komplexititstheorie
auf die Logik iibertragen werden und umgekehrt. Beispielsweise konnte man das
PTIME=NPTIME Problem I&sen, indem man nachweist, dass FO(IFP) und 31
dieselbe Méchtigkeit besitzen, weil man weiss, dass ¥1 = NPTIME und dass
FO(IFP) = PTIME (eine Ubersicht und Angaben dariiber, wo sich die Resul-
tate nachschlagen lassen, findet sich in Kapitel 6.2 ).!!

Sei K eine Klasse geordneter 7-Strukturen und £ eine Logik. Wir interessieren
uns fiir die folgende gegenseitige Charakterisierung von £ und C:

Es gibt TM M, K in £ axiomatisierbar,
die K akzeptiert und < d.h. es gibt Formel ¢ € L,
Komplexitit C bendtigt so dass K = Mod(p)'?

104
siehe [5]
11321 ist ein Fragment von SO, das aus Formeln der Form 3X7...3X,,% besteht, wobei v
aus FO ist



Wir erldutern zunéchst ganz allgemein das angewandte Verfahren, wie man
zu diesen Charakterisierungen kommen kann und geben im Anschluss einige
der Ergebnisse an, wobei das Beispiel NLOGSPACE = FO(TC) ausfiihrlich
behandelt wird. Kapitel 5.1 beschiiftigt sich mit der ,,=“Richtung, Kapitel 5.2
mit der Richtung ,,<*.

5.1 Kodierung von Strukturen

Wir werden im folgenden nur Turing-Maschinen betrachten, deren Eingabe-
worter endliche Strukturen sind und uns dafiir interessieren, welchen Komple-
xitdtsklassen sie angehdren. Da Turing-Maschinen auf Strings arbeiten, wer-
den Stringreprisentationen von Strukturen benotigt. Strukturen sind jedoch
abstrakte Objekte (ebenso wie ihre Elemente) und deshalb gibt es fiir sie keine
kanonische Représentation. Natiirlich soll eine Maschine aber fiir jede Représen-
tation dieselben Resultate liefern. Dieses Problem kann hier umschifft werden,
da es fiir unsere Uberlegungen ausreichend ist, sich im Bereich der geordneten
Strukturen zu bewegen, fiir die man eine (isomorphe) kanonische Représentati-
on angeben kann.

Sei A eine geordnete Struktur mit |A| = n. Wir bilden eine isomorphe Kopie
von A, indem wir als Universum A = {0,...,n — 1} und dazu die natiirliche
Ordnung <“ annehmen.

Sei A eine {<, S, min, max}-Struktur'® und B eine Struktur auf dem Vokabular
7 ={Ry,..., Rg,c1, .., a1}, C = AUB. Bei der Kodierung von C wird die Ord-
nungsrelation nicht direkt auf die Eingabebénder geschrieben, sondern implizit
verwendet.

Wir benétigen 1 + k + | Eingabebéander und m Arbeitsbéander fiir ein m > 1.
Das verwendete Alphabet besteht nur aus dem Zeichen , 1% ,0“ steht anstelle
des iiblichen ,blank“ auf dem Band, d.h. fast alle Zellen eines Bandes enthalten
”O“'

Auf dem nullten Band befindet sich eine Folge von ,1% der Anzahl der Elemente
des Universums entsprechend.

Die nichsten k-Bénder enthalten Informationen iiber die Relationen R;, wobei
1 <4 < k. Sei R; r-stellig und |C| = n. Wir betrachten zu jeder Relation eine
(n" x r)-Matrix. Jede Zeile der Matrix entspricht einer moglichen Kombination
von A".'* Die Zeilen seien lexikographisch geordnet. Auf dem i-ten Band wird
nun fiir jedes ¢ € R; C A" eine 1 auf die j-te Zelle geschrieben, falls ¢ in der
j-ten Zeile der Matrix kodiert ist.

Ein Beispiel: Sei A = {0, 1} Universum einer Struktur A und enthalte A die Re-
lation R; = {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}. Die lexikographisch geordnete Matrix
sihe so aus:

13giehe Kapitel 2.3
Mpatiirlich ergibt sich die Zeilenanzahl aus |A|” = n"
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Ll

=== -O0 O OO
= O O KOO
O = O = O =O

R; ist in den Zeilen 1,2 und 4 kodiert. Also enthélt das i-te Band der Turing-
Maschine die folgenden Eintrége:

Ll
[efO]1]1]0]1L

[0[0f0]w]

Fiir 1 < ¢ <[ wird das k + i-te Eingabeband mit der biniren Représentation
von ¢{* beschrieben.

5.2 Axiomatisierbarkeit von Strukturen

Sei K eine Klasse von 7-Strukturen und £ eine Logik. K ist aziomatisierbar in
L, falls es eine Formel ¢ aus £ mit Vokabular 7 gibt, so dass K = Mod(y), d.h.
K enthilt genau die Strukturen, die ¢ erfiillen.

Ebenso, wie Strukturen kodiert werden miissen, damit sie in kanonischer Wei-
se von Turing-Maschinen verarbeitet werden kdnnen, stellt sich in der anderen
Beweisrichtung das Problem, dass Konfigurationen von Turing-Maschinen als
Relation CONF' angegeben werden miissen, damit sie sich axiomatisieren las-
sen. Diese (allgemeingiiltige) Kodierung ist recht aufwéndig, aber ihre Details
sind hier nicht relevant, weil sich fiir die Beweise der folgenden Kapitel eine
vergleichsweise einfache Kodierung findet. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass
sich Konfigurationen, die sich auf Bénder mit sublinearem Platz beschrinken,
unabhéngig von der Linge des Eingabewortes als n-Tupel angeben lassen. Es
sei an dieser Stelle nur erwdhnt, dass sich die Kodierung fiir hohere Komplexi-
téatsklassen schwieriger erweist. Fiir néheres siehe [1].

6 Ergebnisse der Deskriptiven Komplexitatstheo-
rie

In diesem Kapitel sollen einige der Ergebnisse der deskriptiven Komplexitéts-
theorie vorgestellt werden. Ein Grossteil wird dabei nur kurz erwihnt, ledig-
lich die Beweise fiir LOGSPACE/NLOGSPACE und FO(DTC)/FO(TC) wer-
den ausfiihrlich dargestellt.
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6.1 NLOGSPACE = FO(TC) und LOGSPACE = FO(DTC)
6.1.1 =%

Grundiiberlegung:

Sei M eine Turing-Maschine, die eine Klasse K von Strukturen in NLOGSPACE
akzeptiert. Aufgabe ist es, eine Formel ¢ aus FO(TC) zu konstruieren, so dass
K = Mod(y).

Wir wissen, dass M die Struktur A akzeptiert, genau dann wenn es eine Folge
von (dxlog(]|A|)-platzbeschrinkten) Konfigurationen ay, ..., ax gibt, so dass ag
die Startkonfiguration, @, die Nachfolgekonfiguration von a; und a eine ak-
zeptierende Konfiguration ist. Das heisst, hédtten wir eine Formel ygsycc(Z,Z’),
welche ausdriickt, dass 7’ eine (dxlog(]A|)-platzbeschrinkte) Nachfolgekonfigu-
ration von Z ist, konnten wir mit Hilfe des TC-Operators ,berechnen®, ob es
einen Pfad von der Startkonfiguration zu einer akzeptierenden Konfiguration
gibt. Genauer:

M akzeptiert A
=
A = 3% (xstart(B) AT ([TCs,30 Xsuee (T, T)]Z, & A 2h = s4))

wobel Xstart(Z) eine Formel aus FO sein soll, die ausschliesslich bei Belegung
mit der Startkonfiguration erfiillt ist.

Bevor wir die Formeln Xgtar¢(Z) und Xsuee(Z,Z') angeben kénnen, miissen wir
noch die Kodierung der Konfigurationen betrachten:

Wie es die Schreibweise einer Konfiguration als Tupel Z in obigen Formeln be-
reits andeutet, lassen sich dxlog(n)-platzbeschrinkte Konfigurationen tatséch-
lich ohne Verrenkungen als Tupel iiber dem Universum auffassen. Um die Sa-
che nicht unnétig zu verkomplizieren, nehmen wir an, dass die auf M kodier-
te Struktur A lediglich aus einer Relation R bestehe, ausserdem Kardinalitéit
n > d+log(n) habe und n grosser als die Anzahl der Zustdnde von M sei. M
habe nur ein Arbeitsband.

Das folgende Tupel von Elementen aus A = {0, ...,n— 1} leistet das gewiinschte:

(Z7u0t7uwvuavaa Vw, V0, V1, Wa, W, Yo, "'7yd)

wobei

- z der Zustand ist (eine Zahl < n)

- Ugq, Uy, u die Position des Lesekopfes auf dem O-ten Band (das ,,Univer-
sumsband®) kodieren (hier reicht eine Variable aus A nicht, denn wir haben

Lange n + 2):
_J o falls der Kopf nicht o liest
Yo '= 0 p -1 falls der Kopf « liest
- 0 falls der Kopf nicht w liest
“" 71 n—1 falls der Kopf w liest

12



u ist die Position der Zelle, die vom Kopf gescannt wird, falls es eine innere
ist, ansonsten ist u = 0.

- Vg, Uy, Vg, v1 die Kopfposition auf dem Band fiir die bindre Relation R
ganz dhnlich kodieren; vg * n 4 vy ist dabei die Zellennummer

- wq,w die Position des Kopfes auf dem Arbeitsband darstellen. Da M in
NLOGSPACE ist, wird jedes Wort auf dem Arbeitsband maximale Lénge
< log(n) haben. Deshalb kann die Position des Schreib-/Lesekopfs auf dem
Arbeitsband als Variable < n angegeben werden.

- Yo...yq die Konkatenation der Inschrift auf dem Arbeitsband ist (fiir die
Inschrift selbst reicht natiirlich nicht unbedingt ein Element aus A, denn
jede der d geschriebenen Variablen ist aus A).

Wir schreiben ab jetzt fiir das Konfigurationstupel nur noch Z. Nun kénnen die
Teilformeln xstart(Z) und Xsuee(Z, ') wie folgt angegeben werden:

Xstart(j) =
Xsucc(i‘v f/) :

wobei
Xace(Z,Z') = (11 =84 NT=T')
und wo fiir jeden Maschinenbefehl

instr = Sboblcl — S/C/lhohlhg

Xinstr (T, Z') eine Formel ist, die falls T eine dxlog platzbeschrinkte Konfigurati-
on ist, ausdriickt, dass T die Basis sbgbic; hat, die Nachfolgekonfiguration von
T beziiglich instr dxlog platzbeschrankt und z’ ist.
Beispiel: Sei instr = slal — s’0(—1)11,'> dann ist Yins¢ (7, Z") die Konjunktion
aus
z=s
“s ist der aktuelle Zustand“
Ug =0Au, =0
“der Kopf des 0-ten Bandes befindet sich in einer inneren Zelle
Vao=n—1ANv, =0Avg=0Av; =0
“der Kopf des ersten Bandes scannt o
we, = OA Oney yo, ..., Yqw
“der Kopf des Arbeitsbands scannt eine 1¢
7 =5
“s’ ist der neue Zustand“
u,=0A((u>0ASvuAu,=0)V(u=0Au=0Au, =n—1))F
“neue Kopfposition des 0-ten Bandes*

151, 0, 1 soll fiir die Kopfbewegungen links, garnicht, rechts bedeuten
165 bezeichnet hier die Nachfolgerrelation auf A
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v, =0Av,=0Av]=0Av,=0

“die Kopfposition auf dem ersten Band ist Zelle 0%
w!, =0A Sww Aw' < dx*log(n)

“die neue Position des Arbeitsbands ist innerhalb der Schranke®
Zerog yj...yqw

“die neue Inschrift der Zelle auf dem Arbeitsband ist gescannt®
Equalg yo...yqwyg.--y5

“die Inschrift bei nicht gescannten Zellen unverandert.

Fehlen noch die Definitionen von Zerog, Oney und Equaly. Sei l = log n — 1.
Zeroy Uk & a<2L k< (d+1) 1, und die k-te Ziffer der Konkatenation ug...uq ist 0
Oney uk & a<2 k< (d+1)*[, und die k-te Ziffer der Konkatenation ug...ug ist 1
Equaly akt < @,@ <2,k < (d+1) %[, und die Worte
U, ..., g und wuy, ..., u); unterscheiden sich héchstens an der k-ten Stelle

6.1.2 <

Sei K € FO(TC), d.h. es gibt eine Formel ¢ aus FO(TC), so dass fiir alle Struk-
turen A, A = ¢ <& A € K. Wir zeigen per Induktion tiber den Aufbau von ¢,
dass es eine Turing-Maschine M gibt, die stark bezeugt, dass K € NLOGSPACE,
d.h.,

- M akzeptiert K

- fiir jede geordnete Struktur A hilt jeder Durchlauf von M, der mit A gestartet
wurde in s; oder s_

- jeder Durchlauf von M erfiillt die Bedingung der logarithmischen Platzschran-
ke

Sei ¢ eine atomare Formel, der Einfachheit halber sogar ¢ = Rxy. Es soll
gezeigt werden, dass

{(A,i,7)|RAij} € (N)LOGSPACE

Wenn A gemiiss Kapitel 5.1 kodiert wurde, dann befindet sich die Information,
ob R4ij gilt, in der (i * n + j)-ten Zelle des Eingabebandes, das R entspricht.
Die Maschine fiihrt diese Berechnung durch (ohne (N)LOGSPACE zu verlassen)
und tberpriift dort, ob ¢ erfiillt ist.

o = —: An dieser Stelle tritt das Problem auf, dass i einen TC-Operator
enthalten kdnnte. Im Vergleich zu dem Fall, dass der TC-Operator nicht im
Scope eines Negationszeichens liegt und M in jedem Durchlauf nur eine tran-
sitive Hiille berechnen muss, um die Erfiillbarkeit von ¢ zu bezeugen, scheint
dieser Fall recht ungiinstig: Wird der TC-Operator negiert, so miissen sémtliche
transitiven Hiillen berechnet werden, damit der bezeugende Fall ausgeschlossen
werden kann. Tatsichlich kann man jedoch zeigen, dass es zu jeder Formel aus
FO(TC) eine dquivalente Formel aus FO(posTC) gibt. In FO(posTC) darf der
TC-Operator nur im Bereich einer geraden Anzahl Negationszeichen vorkom-
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men.”

Somit bereitet uns die Konstruktion von M keine Schwierigkeiten mehr: Die In-
duktionsvoraussetzung erlaubt es uns, von einer Maschine M’ auszugehen, die
in NLOGSPACE ist und die geordneten Modelle von 9 stark bezeugt. Vertau-
sche die Rollen von s; und s_.

o(x1, ...s k) = 1 V 1o Wir schalten die Maschinen M., und My, fiir die Teil-
formeln 1 und 9 (die es wegen Induktionsvoraussetzung gibt) hintereinander
und akzeptieren, falls eine der beiden Maschinen akzeptiert. Die Arbeitsbinder
werden nach der Berechnung von v; wieder geloscht (falls die Berechnung von
12 noch notig sein sollte).

o(x1, ..., x) = Jatp: Die Maschine M fiir ¢ nimmt die Maschine M fiir (x4, ..., -1, )
(gegeben durch Induktionsvoraussetzung) und testet alle Elemente des Univer-

sums als Belegungen fiir . Dazu muss jedes Element des Universums in binérer
Représentation sukzessive auf das Arbeitsband geschrieben werden. Falls der

Test mindestens einmal gelingt, hdlt M in s, sonst in s_.

¢ = |TCz yv|st: Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass Z = z,j =y, 5= s
und ¢ = ¢. Per Induktionsvoraussetzung haben wir eine Maschine My, die stark
bezeugt, dass die geordneten Modelle von ¢ in NLOGSPACE sind. Falls es einen
,Pfad* von s nach ¢ gibt (in einer gegebenen Struktur .4), so hat er maximale
Lange n := |A|. Die Maschine M fiir ¢ benétigt einen Z&hler, der eine Subrou-
tine hochstens n Mal aufruft (d.h. M verwirft andernfalls). i := s wird auf ein
Arbeitsband geschrieben. Die Subroutine rat nichtdeterministisch ein Element
j des Universums und testet unter Zuhilfenahme von Mj, ob v[i, j] gilt. Falls
nicht, dann halt M in s_. Andernfalls muss iiberpriift werden, ob j = t, wobei
im positiven Fall M akzeptiert und im negativen i := j gesetzt wird.

Hier der Algorithmus in Pseudocode:

i:=s;

FOR z:=0..n-1{
j:=CHOOSE(O..n-1);
IF(NOT [é,j]) THEN REJECT;
ELSE IF(j =t) THEN ACCEPT;
i:=j;

}

REJECT;

Wir bendtigen offenbar 3*log(n) zusitzliche Speicherzellen fiir die Werte von
i,j und z, weshalb wir NLOGSPACE nicht verlassen.

Zusammengenommen haben wir gezeigt, dass K € FO(TC) = K € NLOGSPACE.
Der Beweis fiir K € FO(DTC) = K € LOGSPACE ist bis auf den letzten Fall
identisch mit obigem. Der Algorithmus hierfiir sei kurz in Pseudocode gegeben:

"Man hat auch gezeigt, dass NLOGSPACE=coNLOGSPACE [4]
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i:=s;
FOR z:=0..n-1{
IF (Y[i, j|for exactly one j <n) THEN {
IF(] = t) THEN ACCEPT;
ELSE i:=j;
}
ELSE REJECT;
}
REJECT;

Es ist klar, dass auch mit diesem Algorithmus die Bedingungen von LOGSPACE
nicht verletzt werden.

6.2 Ubersicht iiber die anderen Ergebnisse

Fiir geordnete Strukturen gilt:

FO(DTC) = LOGSPACE

FO(TC) = NLOGSPACE

FO(IFP) = PTIME siehe [1]
i = NPTIME siehe [2]

FO(PFP) = PSPACE siehe [1]
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