Spiele
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Theorie eines Spiels

mathematischk-Spieler Spiel ist Graply = (V, E') wobeiV partitioniert
In Vi,..., Vi

Knotenv € V heisserKonfigurationen

oft gegebeny, € V' Startkonfiguration (Anfangszustand)
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Folgen

Def.: SeiM Menge,M* bezeichnet die Menge aller, endlichen Folgen von
Elementen aud/.

M ist die Menge alle nicht-leeren, endlichen Folgger )/ .

Bem.. M+ = MM*

Def.: (Prafixordnung)
Geg.f,g € M*, dannistf < g, falls3h € M*, fh =g
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Partien

hier: nur endliche Partien

m € VT heisstPartie, falls gilt:
o T—=1vy...0, fUreinn € N

o fUrallei =0,...,n—1: (v;,v;41) € E
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Entstehen einer Partie

Induktiv:

Start:m := vg

nachster Schritt: gegeben= vy ... v,,

1. v, € V;fureini € {1,... k}
2. Spieler; wahltv, 1, € V mit (v,,v,11) € E

3. Partie wirdm :=vg ... vV, 11
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Gewinnbedingungen

eine Gewinnbedingung ist eine partielle Abbildung: V+ — {1,...,k}
mit

e 7 keine Partie WW(m) undefiniert (warum nich&?)
e fur jede Partier existiert Partier’ mit 7 < 7/ undW(x') is definiert

e falls7m <X 7" undW(w) = ¢, dann auchW(n') = ¢

ISt W(m) = ¢, dann sagen wir, dass Spietettie Partier gewinnt
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Erreichbarkeitsspiele

spezielle, einfache Art von Spielen

Gewinnbedingung partielle Abbildung’ : V' — {1,...,k}

Spieleri gewinnt Partier = vg . .. v, falls W(v,,) =i
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Gewinnstrategien

eine Gewinnstrategigif Spieler: ist eine partielle Abbs : VT — V, mit

e fallsm =vg...v, Partie undv,, € V;, dann isto(7) definiert und
(Up,o0(m)) € K

e Spieler: gewinnt jede Partie, solange er diadge inoc macht

Thm.: In jedem Spiel hatiichstens 1 Spieler eine Gewinnstrategie.
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Beispiel
Auswertungsprobleniit boolesche Ausdicke
Geg. Termf tber0, 1, A, V,
Ist f =17
Konfigurationen: Subterme

Startkonf.: f
Ubergange und Gewinnbedingungen:

e Spieler 1 zieht vow A h hachg oderh, gewinnt in0

e Spieler 2 zieht vory VV h hachg oderh, gewinnt inl

Thm.: f =1 gdw. Spieler 2 eine Gewinnstrategie hat
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Determiniertheit

Def.: Ein Spiel heisstleterminier falls genau 1 Spieler eine
Gewinnstrategie hat.

Termauswertungsspiel z.B. ist determiniert.
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Der Satz von Zermelo

Thm.: (Zermelo, 1913)

Jedes 2-Spieler Erreichbarkeitsspiel ist determiniert.

Bem.:
e Motivation war Schachspiel

e gilt nicht fur mehr als 2 Spieler

ab jetzt nur noch 2-Spieler-Spiele
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Bedeutung der Determiniertheit

Beweis der Determiniertheit kann Strategie explizit konstruieren

Bsp.: Termauswertungsspiel, Beweis der Determiniertheit
InduktionUber Termstruktur

f =0oderf = 1: Spieler 2, bzw. 1 hat triviale Gewinnstrategie

f =gV h: Spieler 2 musg oderh wahlen

nach Voraussetzung Spiel@fg und h determiniert

Spieler 2 hat Gewinnstrategiarff, falls er eine @ir ¢ oderh hat
falls nicht, so hat Spieler eine Gewinnstrategiaif f

f =g A h:analog
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Explizite vs. implizite Darstellung

explizite Darstellung der StrategiarfSpieler 2:

Baum der Subterme,
V-Knoten hat einen Nachfolger
A-Knoten hat zwei Nachfolger

iImplizite Darstellung:

Spieler 2 vahlt den Subterm, der zu 1 auswertet

Problem: implizite Darstellung zwar kompakt, aber unbrauchbar zur
Losung des Auswertungsproblems
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Positionale Determiniertheit

Def.: Einepositionale Gewinnstrategist eine Gewinnstrategie vom Typ:
V-V

|dee: aktueller Zug &ingt nur von aktueller Konfiguration ab, nicht von
bisherigem Verlauf der Partie

andere Bezeichnungistory-free memory-less

Def.: positionale Determiniertheit = Determiniertheit mit positionalen
Gewinnstrategien

Thm.: Jedes 2-Spieler Erreichbarkeitsspiel ist positional determiniert.
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Bedeutung der positionalen Determiniertheit

positionale Gewinnstrategien lassen sich explizit als Graph statt als Baum
speichern

Bsp..f(x)=xVuz,gx)=xNx

g(f(g(f(g(f(...g(1)...))))))

Ve

n mal

Strategie als Baum hat GgseO(2")
Strategie als Graph hat &sseO(n)
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Spiele mit Unentschieden

S. originale Arbeit von Zermelo

Modellierung genauso, aber Gewinnbedingihig V+ — {1,2,U}
jetzt “gewinnen” und “verlieren” nicht mehr dual

ersetze “gewinnen” durch “nicht verlieren”, dann

Determiniertheit bleibt erhalten, da es keinen Spiélagibt
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Spiele mit mehr als 2 Spielern

Reduktion auf 2-Spieler Modell:

“Wenn ich verlieren, dann ist es mir egal, wer gewinnt.”

aus Sicht des Einzelnen jewells als 2-Spieler-Spiel behandeln
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Wurmer Versenken

Fragen:
e ISt “Wirmer Versenken” ein 2-Spieler-Spiel im obigen Sinne?

e ISt es ein Erreichbarkeitsspiel?

Konf.: Spielvariante + . ..

Gewinnbed.: gewinnt in Konf. ohne Wirmer fr ¢
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Wurmer Versenken

In jeder 2-Spieler-Version von “WWmer Versenken” hat ein Spieler eine
Gewinnstrategie

genauer: eine Strategie, nicht zu verlieren

wozu Spiel noch spielen lassen?
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Komplexitat

Bsp.
e Spielbrett der Gisse 20 x 20,
e 50% freie Felder

e je 5 Wurmer der lange 1

Anzahl verschiedener Konfigurationen ca.

5.657.653.085.871.350.000

Programmierpraktikum WS04/05 Lange/Matthes 125



Problem

Implizite Strategie-Re@sentation nicht konstruktiv

explizite Strategie-Repsentation nicht durcihrbar wegen Komplexat
Losung: Heuristiken

Def.: Heuristik = Naherungsverfahren ohne Garantie auf Erfolg
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Aufgabenstellung

Programmieren eines automatischen Spielers (einer Strategie, einer
Heuristik)

nicht akzeptabel: trivialer Spieler, der z.B. nurailife Zlige macht
Implementierung dessen zu Testzwecken jedoch empfohlen

Stoff zu Strategien, Heuristiken: nur Vorsage, keine Vorschriften
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Bewertungsfunktion

eine Bewertungsfunktiof misst die Gite einer Konfiguration, also z.B.

v:V —N

Bsp.:v(v) = > distanz(w, Loch)
eigene Wirmer w

Bsp.:

~v1(v) = “wie schnell komme ich zum Loch”
~v2(v) = “wie gut kann ich blockieren”

Y(v) = c1-m(v) +c2 72 (v)
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Greedy-Algorithmus

greedy= tue das momentan beste

berechne Bewertungsfunktioarfalle nbglichen Folgekonfigurationen
mache Zug zu derjenigen mit bester Bewertung

+ leicht zu implementieren

+ kaum Speicherverbrauch

- interessiert sich nichiifk Zlige des Gegners
- greedy-Strategien oft nicht optimal

- verschwendet Rechenzelt
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Approximation

berechne nicht vollaindigen Graph der Konfigurationen, sondern nur Tell
davon, abAngig von verfigbarer

e Rechenzeit

e Speicherplatz

+ berlicksichtigt Zige des Gegners
+ nutzt Rechenzeit besser aus

- garantiert nicht, keinen schlechten Zug zu machen
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