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Beweis Wir zeigen, dass es keine UCTL-Formel gibt, die dquivalent zu der UCTL™-
Formel E(Fp A Gg) ist. Dazu definieren wir wiederum induktiv zwei Familien von Transi-
tionssystemen 7y,,7,/, n € N. Fiir n = 0 sehen diese folgendermafien aus.

7‘(’)/

U
;
-

Und fiir n > 0 werden sie folgendermaflen konstruiert.
T,

Erstens gilt offensichtlich 7,,,s, = E(Fp A Gg) und 7./, s, [~ E(Fp A Gq) fiir alle n € N.
Ersteres gilt wegen dem Lauf, der rekursiv immer nach 7,1 absteigt und letztendlich
7o durchliuft. Zweiteres gilt, weil kein Lauf durch ein 7./, der genauso rekursiv absteigt,
immer ¢ erfiillt. Jeder Lauf, der sofort in ein ¢,, miindet, erfiillt niemals p, und jeder
Lauf, der durch ein w, fithrt, kann nicht iiberall ¢ erfiillen.

Wir bemerken, dass aulerdem gilt:

1. Alle Zusténde t; in beliebigen 7,, oder 7,/, n > 4, sind bisimilar.
2. T, up ~ T uy fiir alle n > 1.

3. Jeder Lauf durch 7, oder 7,/ durchliuft schliellich nur noch einen Zustand ¢; fiir
ein 1 < n.

Als niichstes zeigen wir durch Induktion iiber n, dass fiir alle ¢ € UCTL mit td(¢) > n
gilt: Tp, sp = ¢ gdw. 7/, s, = . O.B.d.A. kénnen wir davon ausgehen, dass ¢ nur aus
atomaren Propositionen mit Disjunktionen, Negationen und den temporalen Operato-
ren EX, EG und EF aufgebaut ist. Die Behauptung ist fiir atomare Propositionen sofort
ersichtlich und folgt fiir die booleschen Operatoren sofort aus der Induktionshypothese.
Es bleiben die drei Félle der temporalen Operatoren iibrig.
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5.5. Fair CTL

Fall ¢ = EX¢. Angenommen es gilt 7,,s, = . Dann gibt es drei Unterfélle: (a)
Tnstn E U, (b) Tn,un = v oder (¢) Tp—1,Sn—1 | ¢. Liegt (a) oder (b) vor, dann ldsst
sich sofort mithilfe der Bemerkungen (1) oder (2) schliefen, dass auch 7,!, ¢, = 1 bzw.
7., uy = 1 gilt. Liegt Fall (¢) vor, dann beachte, dass td(v) = td(p) — 1 gilt, weswegen
sich die Induktionshypothese anwenden ldsst und 7,!_,, s,,—1 |= ¢ liefert. Dann gilt aber
sicherlich auch 7., s,, |= ¢. Die Riickrichtung lduft vollkommen analog ab.

Fall ¢ = EGy). Angenommen es gilt 7,, s, = ¢. Aus der Bemerkung (3) von oben folgt
dann insbesondere (a) 7, s, = ¢ und (b) 7;,¢; |= ¢ oder T, ¢; |= 1 fiir ein ¢ < n. Jetzt
wenden wir die Beobachtung (1) von oben auf (b) an und erhalten auch 7/, ¢, = 1. Auf
(a) wenden wir die Induktionshypothese an, da td(v) < td(y) ist, und erhalten ebenfalls
7., sp = 1. Dann gilt aber auch 7)), s,, = ¢. Die Umkehrung wird ebenfalls vollkommen
analog bewiesen.

Fall o = EFY). Angenommen es gilt 7,,, s, = ¢. Dann gibt es also einen Zustand z in
T, so dass T, x |= 1 gilt, da jeder Zustand in 7, von s, aus erreichbar ist. Wir miissen
mehrere Félle unterscheiden.

e Falls x = s, dann folgt 7, s,, = ¢ aus der Induktionshypothese fiir 1.
e Falls x = u; fiir ein ¢ < n, dann folgt 7/, s,, = ¥ aus Bemerkung (2) von oben.
e Falls z = ¢; fiir ein ¢ < n, dann folgt 7./, ¢, = ¢ aus Bemerkung (1) von oben.

e Falls x von u,, aus erreichbar ist, dann gilt auch 7/, x = 1, da & auch in derselben
Form in 7, vorhanden ist.

e Falls x von s,_; aus erreichbar ist, dann gibt es ein y, welches von u,, aus erreichbar
ist, so dass = ~ y. Da der von u,, aus erreichbare Teil ebenfalls in 7,/ vorhanden
ist, gilt somit auch hier 7.,y = 1.

In allen Fillen gibt es also einen Zustand y in 7./, der v erfiillt, womit auch 7./, s, = ¢
gezeigt ist. Die Riickrichtung wird wiederum genauso bewiesen.

Der Rest des Beweises geht wie {iblich vor. Angenommen, es gébe eine UCTL Formel
¢, so dass ¢ = E(Fp A Gq). Sei n := td(p). Dann miisste 7,,s, E ¢ und 7 s, ¥ ¢
gelten, was aber der soeben bewiesenen Aussage widerspricht, dass diese beiden nicht
von UCTL-Formeln der temporalen Tiefe < n unterschieden werden kénnen. ]

5.5. Fair CTL
Da die Restriktion der Syntax von CTL* auf CTL™ nicht den gewiinschten Effekt —

insbesondere hohere Ausdrucksstirke als CTL — hatte, erweitern wir jetzt gezielt die
Syntax von CTL um wiinschenswerte Eigenschaften.
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5. Die Logik CTL*

Definition 5.6

Sei P eine Menge von Propositionen. Ein Fairnessprdadikat iiber P ist eine positive
boolesche Kombination ® von Formeln der Form GFl, wobei [ ein Literal iiber P ist. Die
Syntax von Fair CTL (FCTL) lasst in der Syntax von CTL auch um Fairnessprédikate
relativierte Laufquantoren zu.

¢ = qleVe|eAp|EXp | AXp | Ea(pUt) | As(@U) | Eo(pR1)) | Ap(Uy)

wobei ¢ € P und ® ein Fairnesspriadikat iiber P ist. Die temporale Tiefe td(yp) einer
FCTL-Formel definieren wir hier genauso wie bei CTL — Fairnesspridikate werden also
nicht beriicksichtigt.

Die Semantik ist eindeutig durch Einbettung in CTL* gegeben:

Eo(¢) = E(PAY)
Ap(y)) = AP — )

Beispiel 5.5

Betrachte ein Szenario, in dem mehrere Prozesse Py, . .., P, auf eine Ressource zugreifen.
Diese darf aber nur von einem einzigen Prozess zur selben Zeit benutzt werden. Jeder
Prozess P; kann iiber die Proposition s; signalisieren, dass er auf die Ressource zugreifen
mochte. Mit den Propositionen e; und f; wird angedeutet, dass Prozess P; den Zugriff
erhilt, bzw. die Ressource wieder freigibt. Eine korrekte Implementierung eines solchen
Protokolls, welches auch wechselseitiger Ausschluss oder mutual exclusion genannt wird,
sollte sicherlich die folgenden CTL-Formeln erfiillen.

AG(/\@Z—>A fiR(

Dies besagt, dass niemals ein Prozess die Ressource erhélt, wenn ein anderer sie noch
nicht freigegeben hat. Aulerdem méchte man sagen, dass jeder Prozess, der die Ressource
haben mochte, sie irgendwann auch einmal erhélt.

n
AG( /\ s; — AFe;)
=1

Diese Formel ist aber im Allgemeinen nicht erfiillt, denn es kann evtl. Laufe geben, bei
denen ein Prozess die Ressource erhilt, sie aber nicht mehr freigibt. Somit kann auf
solchen Léufen kein anderer Prozess sie erhalten. Dennoch sollte deswegen die Imple-
mentierung des Protokolls, welches lediglich die Signale der Prozesse registriert und die
Ressource, wenn moglich, zuteilt, nicht als inkorrekt angesehen werden. Vielmehr ist es
der eine Prozess, der die Ressource nicht wieder freigibt, der inkorrekt ist.

FCTL bietet eine verfeinerte Moglichkeit, diese Art der Korrektheit zu spezifizieren.
Wir wollen als Fairnesspridikat eine Formel benutzen, die “unendlich oft wird die Res-
source einem Prozess zugeteilt” ausdriickt. Beachte, dass gilt:

F( \"/ ei) = {/GFei

i=1

||>:
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5.5. Fair CTL

womit solch ein Fairnesspradikat ¢ gefunden ist. Dann ldsst sich obige CTL-Formel

verfeinern zu
n

AG( /\ S; — A@Fei)
i=1

5.5.1. Ausdrucksstarke

Satz 5.11
CTL < FCTL.

Beweis Die Inklusion gilt, da tt als Fairnesspriadikat darstellbar ist, z.B. ® := GFq Vv
GF—q. Dann ist E(¢Ut) = E¢(Ut), etc.

Die Striktheit der Inklusion ist eine Konsequenz aus Satz 3.11. Angenommen, es wiirde
CTL = FCTL gelten. Dann miisste es auch eine CTL-Formel geben, die dquivalent zu
der FCTL-Formel Eg,(ttUtt) wire. Diese ist aber dquivalent zu der CTL*-Formel EGFg,
deren Eigenschaft nicht in CTL ausgedriickt werden kann. ]

Beachte, dass ein Fairnesspradikat auch eine LTL-Formel ist, weswegen man sie direkt
tiber Léufen interpretieren kann.

Lemma 5.5

Sei m = spsy ... ein Lauf. Fiir alle Fairnesspridikate ® und alle i € N gilt: 7 = & gdw.
(4) = ®

m .

Beweis Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass ein endliches Anfangsstiick eines Laufs
nichts daran &ndert, ob auf dem Lauf unendlich oft eine Proposition (nicht) gilt. Es ist
also leicht zu sehen, dass fiir alle Literale [ und alle i € N gilt: 7 |= GFl gdw. 7(¥) |= GFI.
Fiir allgemeine Fairnesspridikate folgt die Aussage dann leicht per Induktion iiber ihren
booleschen Aufbau. -

Satz 5.12
FCTL < CTL*.

Beweis Wir zeigen in der iiblichen Weise, dass es keine FCTL-Formel gibt, die dquiva-
lent zu der CTL*-Formel AF(q A Xq) ist. Dazu konstruieren wir wiederum zwei Familien
von Transitionssystemen 7, und 7,/ fiir alle n € N wie folgt. Fiir n = 0 sehen diese
folgendermaflen aus.

Ty 7y

q q @

.

SCa®n0

105



5. Die Logik CTL*

Fiir n > 0 sind diese induktiv definiert als
7, 7,

Man erkennt leicht, dass fiir alle n € N gilt: 7,,, s,, |= AF(¢AXq), aber 7, s,, = AF(qAXq).

Als néchstes zeigen wir durch Induktion iiber den Aufbau von FCTL-Formeln ¢, dass
fiir alle n € N mit td(p) < n gilt: T,z E ¢ gdw. 7,z = ¢, wobei z € {s,,t,}. Die
Aussage des Satzes ergibt sich daraus dann wieder in der iiblichen Weise.

Fiir atomare Propositionen ist dies wiederum sofort ersichtlich, und die Félle der
booleschen Operatoren werden sofort aus der Induktionshypothese hergeleitet. Es bleiben
noch die Félle EXt), Eg(1)1Utb2) und Eg(1)1Rebs) fiir beliebige Fairnesspriadikate ® zu
zeigen. Wir beschrinken uns hier auf die Zustédnde s,. Fiir die ¢, wird dies alles analog
bewiesen.

Fall o = EX¢: Esgilt 7, s, = o gdw. T, t, = oder Tp,_1,8p—1 Epoder 7, 1, s,-1 =
1. Auf den ersten Fall ldsst sich die Induktionshypothese anwenden. Damit erhilt man
sofort 7!, s, = ¢ und umgekehrt.

Fiir die verbleibenden Félle bemerken wir folgendes. Sei ® ein beliebiges Fairnesspradi-
kat. Dann gilt fiir alle n € N und fiir alle Laufe 7, 7" in 7,, oder 7] : 7 = ® gdw. 7’ |= ®.
Dies ist eine Konsequenz aus Lemma 5.5, da alle solche Léufe von der Form o () fiir ein
beliebiges Prifix o sind, und sich somit zwei verschiedene Léufe nur durch ein endliches
Anfangsstiick unterscheiden.

Sei ® also ein beliebiges Fairnesspriadikat. Dann sind entweder alle Léufe in diesen
Transitionssystemen oder keiner Modell von ®. D.h. iiber diesen Familien von Transi-
tionssystemen ist FCTL nur so ausdrucksstark wie CTL und es reicht aus, die iibrigen
Falle durch die einfachen CTL-Konstrukte E(¢1Ut)2) bzw. E(¢)1R1p2) zu ersetzen.

Fall ¢ = E(¢1Utq): Angenommen 7y, s, = E(¢¥1Ute). Dann gilt 7y, s, = 2 oder es
gibt einen Lauf 7, der ¢ Ut)s erfiillt. Im ersten Fall erhatlen wir 7/, s,, = ¢ direkt aus der
Induktionshypothese. Ansonsten miissen wir drei Félle unterscheiden. Falls 7 sofort in
Tn—1 oder 7!, miindet, dann finden wir denselben Lauf auch in 7] und kénnen daraus
ebenfalls 7./, s, = ¢ schlieBen. Falls 7 iiber t,, in 7,_1 miindet, dann gibt es wiederum
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5.5. Fair CTL

zwei Unterfille: Wenn ¢, |= 19, dann gilt mit der Induktionshypothese fiir ¢, und 9
sowie fiir s,, und ¢ auch 7] = . Wenn 1) erst in 7;,_; erfiillt wird, dann findet sich aber
auch ein Pfad, der sofort — und nicht iiber ¢,, — in 7,,_1 miindet und 1 U1, erfiillt. Dieser
existiert aber auch in 7!, womit die Behauptung auch in diesem Unterfall bewiesen ist.
Die Riickrichtung wird analog gezeigt.

Fall ¢ = E(¢1Ry»): Dies geht genauso durch multiple Fallunterscheidungen wie im
vorherigen Fall. ]

5.5.2. Komplexitat

Es zeigt sich, dass FCTL eine bessere Einschrankung von CTL* bzgl. Komplexitiat und
Ausdrucksstirke als CTLT ist. Aus den Sétzen 5.5 und 5.11 folgt natiirlich CTLT <
FCTL. Andererseits kann man zeigen, dass die Model Checking Komplexitidt von FCTL
gleich der von CTL™, nimlich As-vollstéindig ist. Insbesondere gilt das folgende Resultat.

Satz 5.13
Model Checking FCTL ist NP-hart und co-NP-hart.
Dass dies nicht an den Fairnessoperatoren GFl alleine liegt, zeigt folgendes Resultat.

Satz 5.14
Das Model Checking Problem fiir FCTL mit Fairnesspradikaten der Form A \/ GFl;; ist
(]

P-vollstandig.
Dass man durch diese eingeschrinkte Form keine Ausdrucksstéirke verliert, sollte klar

sein: Jedes Fairnesspradikat lasst sich dquivalent in diese Form iibersetzen. Dabei kann
allerdings die resultierende Formel exponentiell gréfier werden.
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6. Der modale p-Kalkiil

Zur Erinnerung: Wir haben zuerst HML betrachtet und gesehen, dass dies als temporale
Logik bei weitem zu ausdrucksschwach ist. HML-Formeln kénnen Transitionssysteme ab
einer bestimmten Tiefe nicht mehr unterscheiden. Um dieses Defekt zu beheben haben
wir die temporale Logik CTL betrachtet, die Operatoren zur Verfiigung stellt, mit de-
nen man “beliebig tief” in ein Transitionssystem schauen kann. Dasselbe gilt fiir LTL.
Es hat sich dann gezeigt, dass sich die Semantik dieser Operatoren als Fixpunkt einer
bestimmten Gleichung — der sogenannten Abwicklung — iiber Mengen von Zusténden
darstellen ldsst. Zum Abschluss betrachten wir noch eine Logik, die diese Idee in explizi-
ter Form benutzt. Der modale u-Kalkiil erweitert HML um Operatoren, deren Semantik
der kleinste bzw. grofite Fixpunkt einer durch die Formel explizit gegebenen Abwicklung
ist.

6.1. Syntax und Semantik

Definition 6.1

Sei V = {X,Y,...} eine hochstens abzéhlbar unendliche Menge von Variablen, P wie
iiblich eine Menge von Propositionen und X eine endliche Menge von Aktionennamen.
Formeln des modalen p-Kalkiils £, sind gegeben durch die folgende Grammatik.

o u= q|X|oVelone|-p|{a)e]lae|uX.p|vX.e

wobei ¢ € P, a € ¥ und X € V. Im folgenden schreiben wir auch o als Platzhalter fiir
die Quantoren p oder v.

Wir benutzen wieder die iiblichen Abkiirzungen tt := ¢ V —q fiir ein ¢ € P, ff := —tt,
p — Y=V, etc.

Die Menge Sub(y) der Unterformeln von ¢ ist definiert wie iiblich, z.B. Sub(uX.v) =
{uX .4} U Sub(v)) etc. Die Begriffe freie Variable und geschlossene Formel etc. sind wie
iiblich definiert. Dabei binden die Quantoren p und v eine Variable. So ist z.B. Z in der
Formel

pX.(a)vY.=((ZAN=-X)V-(a)Y) (6.1)

frei, X und Y sind gebunden. Sei free(y) die Menge aller freien Variablen von ¢.

Eine Formel ¢ heifit wohlbenannt, wenn fiir alle 0 X.7) und o¥.¢)’ gilt: Wenn X =Y
dann 1 = 1'. In anderen Worten: Jede Variable wird hochstens einmal quantifiziert.
Ist dies der Fall, dann existiert eine Funktion fp, : V N Sub(y) — Sub(p), die einer
gebundenen Variable X, die in ¢ vorkommt, ihre Fixpunktdefinition o X.¢) zuordnet.
Der Firpunkttyp einer Variablen X ist der Quantor in fp,,(X), also u oder v.
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6. Der modale p-Kalkiil

Eine Formel ¢ heift wohlgeformt, wenn jede gebundene Variable X unter einer geraden
Anzahl von Negationen in fp,(X) vorkommt. So ist z.B. die obige Formel (6.1) nicht
wohlgeformt.

Im folgenden gehen wir davon aus, dass jede £,,-Formel wohlbenannt und wohlgeformst
ist. Ersteres ist keine Einschrdnkung, da offensichtlich jede Formel durch eindeutiges
Umbenennen von gebundenen Variablen in eine dquivalente und wohlbenannte Formel
transformiert werden kann — auch wenn deren Semantik noch nicht definiert wurde. Zwei-
teres ist gewissermaflen auch keine Einschrénkung, da man einer nicht wohlgeformten
Formel keine Semantik in verniinftiger Weise geben kann.

Der modale p-Kalkiil wird wie HML iiber allgemeinen, evtl. auch kantenbeschrifteten
und nicht notwendigerweise totalen Transitionssystemen interpretiert.

Definition 6.2

Sei T = (S,{-* | a € ¥}, \) ein Transitionssystem. Eine Umgebung ist eine Abbildung
p : V — 25 mit deren Hilfe freie Variablen in einer Formel durch eine Menge von
Zustdnden in S interpretiert werden. Wir schreiben p[X +— T fiir die Umgebung, die
definiert ist durch

T , falls Y = X

PRX = TIY) = {p(Y) , sonst

Die Semantik einer £,,-Formel — in Bezug auf 7 und eine Umgebung p — ist dann induktiv
definiert wie folgt.

[q]
[x1

= {seS|qgeAs)}
= p(X)

= [el; VY],

= [el; NI

T
p
T
p
T
p
T
p
T T
P T S\[[@]]p
T
P
T
P
T
p
T
p

[
[

oV
© AP
[~

6

= {SGS|EIt€S:SL>tundt€[[SO]]Z}

= {se8|VteS: wenn st dannt € [[SDHZ—}

[a]e
[nX.o
[vX.e

= (WT S8 |¢l]xm ST}

¥l
¥l
I

[{a)e]
I
I
I, = U{TCS‘TC[[ ]] XHT]}

Wir schreiben auch 7', s |=, ¢, falls s € [[gpﬂz—. Beachte, dass die Semantik einer geschlos-

senen Formel ¢ nicht von der Umgebung p abhéngt. In solch einem Fall schreiben wir

dann auch einfach 7, s = ¢, bzw. [¢]” .

Zwei nicht notwendigerweise geschlossene £, -Formeln ¢ und ¢ sind dquivalent, ¢ = 1),
falls fiir alle Transitionssysteme 7 und alle Umgebungen p gilt: [[go]]pT = WHZ' Ein ¢ ist
allgemeingiiltig, geschrieben = ¢, falls gilt: ¢ = tt.
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Eine £,-Formel ¢ ist in positiver Normalform, wenn das Negationssymbol in ihr nur
vor atomaren Propositionen vorkommt. Um wie {iblich zu zeigen, dass positive Normal-
form keine Einschrankung an die Ausdrucksstéirke der Logik stellt, brauchen wir eine
weitere Notation. Mit o[t/ x] bezeichnen wir die Formel, die aus ¢ entsteht, wenn in ihr
jedes Vorkommen von y durch ¢ ersetzt wird.

Lemma 6.1
Jede wohlgeformte und geschlossene £,-Formel ¢ ist dquivalent zu einem ¢ in positiver
Normalform.

Beweis Negationssymbole, die nicht vor Propositionen auftreten, kénnen mithilfe der
folgenden Aquivalenzen nach innen geschoben werden.

(V) = —pA—p ~{a)p = [a]-¢p

(e AY) = eV Y “lale = (a)mp

—uX.p = vX-p[-X/X] vX. o = puX.op[-X/X]
Y = @

Alle Aquivalenzen aufler den Dualitéten der Fixpunktoperatoren sind leicht einzusehen.
Wir zeigen explizit fiir eine der Fixpunktiquivalenzen, dass diese gilt. Die andere folgt
dann aus der letzten Aquivalenz und dieser. Sei 7 ein Transitionssystem mit Zustands-
menge S, p eine Umgebung.

[uXel, = S\(WT | [elxr) € T3
= UGS\ T 1 [¢lfxm €T}
S\ T IS\ e x2S\ T}
UHS\T IS\ T C S\ [¢l]xrp)
= S\ TS\ T C 8\ [el~X/X v svry}
= S\ TS\ T C [~ X/ X ]xsna1}
= T 17" € [~ X/ X}
= [vX.~p[-X/X]I]

Beachte, dass {S\T | T C S} = 25 ist. Es bleibt lediglich zu erkennen, dass sich die Nega-
tionssymbole vor Variablen jeweils restlos auftheben, da aufgrund der Wohlgeformtheit
und der Geschlossenheit zwischen jeder Variable und ihrem dazugehé¢rigen Fixpunkt-
quantor eine gerade Anzahl von Negationssymbolen vorkommt. Auflerdem erzeugt dass
Hineinschieben eines weiter auBen vorkommenden Negationssymbols mit den Aquiva-
lenzen fiir Fixpunkte innerhalb einer Formel ¢ X .1y immer zwei neue Negationssymbole,
womit weiterhin dort nur eine gerade Anzahl vor jeder Variable steht. ]

Lemma 6.2
Fiir alle ¢ € £, in positiver Normalform, alle X € V), alle Transitionssysteme 7 mit

Zustandsmenge S ist die Abbildung T +— [[go]]Z[XHT] vom Typ 2° — 25 monoton in
Bezug auf die Ordnung C.
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Beweis Ubung. n

Der folgende, fiir die Fixpunkttheorie fundamentale Satz, benutzt dieses Lemma. Er ist
trotz seiner Wichtigkeit nicht allzu schwer zu beweisen. Wir présentieren ihn jedoch hier
lediglich, um die Definition der £,-Semantik nachtréglich zu motivieren, und verzichten
auf den Beweis.

Satz 6.1 (Knaster/Tarski [Tar55])
Sei 7 ein Transitionssystem, p eine Umgebung und ¢ € £,. Dann ist [[MX-<P]]Z der

kleinste (bzgl. C) Fixpunkt der Abbildung T' [[QOHZXHT}’ Genauso ist [vX .go]]z der
grofite Fixpunkt dieser Abbildung.

Dieser Satz hat unmittelbare Konsequenzen. Z.B. dass man die propositionalen Kon-
stanten tt und ff auch iiber einem P = () definieren kann: tt = v X. X, ff = pX.X.
Korollar 6.1
Fiir alle ¢ € £,,, alle X € V und alle o gilt 0 X.¢ = plo X./ X].

Korollar 6.2
Fiir alle p € £, und alle X € V gilt: = pX.p — vX.0.

Beweis Sei 7 ein Transitionssystem. Wegen Kor. 6.1 gilt fiir alle p

[X.l? = [eluX.o/X]1]

Die linke Seite der Gleichung hingt nicht von p(X) ab, also auch die rechte Seite nicht.
Somit gilt auch

Xel; S Telxpuxo) .

Dann folgt aber [[,uX.(p]]pT C [[VX.gp]]Z, da wegen (6.2) gilt

[nX.el] € {TCSITC el xm}
also auch
Xl € (HTCSITClellxr) = WXl

was zu zeigen war. u

Im folgenden definieren wir strukturelle Mafle einer Formel, die bei der Komplexitét
des Model Checkings eine grofle Rolle spielen.

Definition 6.3

Die Fizpunkttiefe einer Formel ¢, fpd(p), ist — &hnlich der temporalen Tiefe bei Logiken
der vorigen Kapitel — die maximale Anzahl von Fixpunktquantoren auf einem Pfad des
Syntaxbaums von .

Dass die Fixpunkttiefe kein gutes Maf} fiir die Komplexitéit einer Formel ist, zeigen
die folgenden Beispiele.

112



