Theorem 5. NP C EXP

Beweis. Sei L € NP und sei T eine NTM, die L in Zeit TIM Er(w) < |w|*,
k € N akzeptiert.

Also: w € L <= es gibt einen Pfad im Berechnungsbaum zu w,
der nach hochstens |w|* Schritten akzeptiert.

Deterministischer Algorithmus: Tiefensuche im Berechnungsaum bis zur
Tiefe |wl*.

Anmerkung: Der Berechnungsbaum ist potenziell beliebig tief; da die Zeit
aber durch |w|F begrenzt wird, geniigt es, nur bis zu dieser Tiefe zu suchen.
Zeit fur Tiefensuche: Linear in der Grole des Baums.

Da die Ubergangstafel der NTM T endlich ist, gibt es eine Konstante d,
sodass S — S’ fiir maximal d viele S’. Diese Konstante lasst sich durch
|2]7 - 3% - |Q| nach oben abschitzen, wobei b Anzahl der Bénder von 7.

Der Baum hat also hochstens Verzweigungsgrad d, also ist die Grofle <
2. dlvl* < oQogd)wl*+1 < O(2|w|k+l)‘

Also L € EXP. O

Bemerkung 1. Genauso zeigt man: NE C 2 E.
Dieses Theorem ldsst sich auch leicht in folgendem Sinne verallgemeinern:
nichtdeterministische Zeit t C deterministische Zeit 2t

Padding
Technik zum Ubertragen von Resultaten “nach oben”.

Theorem 6. Falls P = NP, dann auch E = NE.
Beweis. Sei # ¢ .

[w] _

21w

Fiir w € * sei pad(w) := w##...#, also |pad(w)| = 21*I.

Fiir L C ¥* definiere entsprechend pad(L) := {pad(w) | w € L}.

Sei L € NE, sei T eine NTM, die L akzeptiert mit TIM E(w) < O(2Fv).
Maschine 7" verhélt sich bei Input pad(w) genau wie T bei w. Dabei muss
die Maschine zunéchst natiirlich tiberpriifen, dass das gegeben Wort auch
von der gewiinschten, ”gepaddeten” Form ist.

T' akzeptiert pad(L) in Zeit TIM Ep(pad(w)) = TIM Ep(w) < O(2Fvl) =
O(pad(w)*), und damit pad(L) € NP, also wegen Annahme pad(L) € P.
Sei T" eine DTM, die pad(L) akzeptiert in der Zeit O(|pad(w)|*").
Konstruiere T* wie folgt:

e Lese Input w.

e Erginze w zu pad(w). (Zeit O(21V1))
e Setze T” auf pad(w) an.  (Zeit O(2F"1*1) = O(|pad(w)|*"))
Insgesamt also Zeit O(2% 11wy und damit L € E. O



3 Die Klassen P und NP
3.0 Ubersicht

e Probleme in NP, P

e N P-vollstdndige Probleme

e Struktur von NP

e Relativierung

3.1 Probleme in NP und P
e Klassisches Problem in NP: SAT.

Gegeben: Aussagenlogische Formel F' in KNF
Frage: Ist F erfiillbar?

— KNF: A, Cj, wobei Cj = \/; a;j, a;; Literale
— Die C}j nennt man Klauseln

— Erfillbar: Gibt es eine Belegung « : Var — {0, 1}, derart, dass
der Wert a(F) =1

e Spezialfall k-SAT: Jede Klausel enthélt hochstens k Literale
Dabei gilt: 2-SAT € P, 3-SAT € NP.

e Spezialfall Horn-SAT: Jede Klausel enthéalt hochstens ein positives Lit-
eral
Dabei gilt: Horn-SAT € P.

Graphenprobleme:

e k-Farbbarkeit

Gegeben: G = (V,E), E C V?
Frage:  Gibt es eine Farbung ¢: V — {1,...,k} mit {u,v} € E = c(u) # c(v)

e Spezialfall: 2-Farbbarkeit € P.

e Vertex Cover (Knoteniiberdeckungsproblem) € NP

Gegeben: Graph G = (V,E) und k € N.
Frage:  Gibtesein V.C.U CV mit |[U| <k,dh. Vee E:enU #10

e Matching € P (Edmonds, 1964)



Gegeben: Graph G = (V, E und k € N.
Frage:  Gibt es Matching M C E mit |[M| >k, dh. Vie#e' € M :ene =0.

— Anmerkung: Ein perfektes Matching ist ein Matching der Gréfle

n
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— Anmerkung 2: Die genaue Komplexitét dieses Problems ist bis
heute (2006) unbekannt.

Proposition 1. L € NP gdw. es eine Rp(-,-) € P und k € N gibt, mit
Ve:zel < Jw: |w| <l|z/*ARp(z,w)

Beweis. 7<": NTM rit w mit |w| < |z|¥ bei Input =, iiberpriife, dass
(x,w) € Ry.

”=": Sei T eine NTM, die L akzeptiert mit TIM Er(z) < |z|*.

z € L gdw. es gibt Sp,...,S|yr von globalen Zusténden von T, sodass
S1 = So(x), S|gx akzeptierend und Vi : S; —7 Sit1.

Die Folge S, ..., S|,x ist Zeuge fiir 2 € L. Da jedes [S;| < O(|z|*), d.h.
‘Sl, ,Slm|k| < ‘$|2k O

Beispiel 1. co-PRIM

Gegeben: n € N

Frage: Ist n zusammengesetzt?

dk,l: E>1ANL>1ANk-1l=mn, also co-PRIM € NP

epr




