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Algorithmische

Matchings Grnentneone

Grundlegendes
Definition
Ein Matching in G = (V/, E) ist eine Menge M C E mit

eg1Ne =0 fire,e e M, e # e
Ein Matching M ist perfekt, falls |[M| = |V/|/2 ist.
v € V heiBt M-frei, wenn v mit keiner Kante in M inzidiert.

Probleme:
» Entscheide ob G ein perfektes Matching enthilt.
» Finde ein Matching maximaler GroBe in G.

v(G) := max{|M|, M Matching in G}



Algorithmische

Ungerade Komponenten Graphentheor

Grundlegendes
uk(G) bezeichnet die Anzahl der ungeraden
Zusammenhangskomponenten von G.

Lemma
Fiir alle S C V gilt

1

v(G) < S(IVI— uk(G —S) +15I)

N |

Korollar

Falls es S C V gibt mit uk(G — S) > |5|,
dann hat G kein perfektes Matching.



Algorithmische

Augmentierende Wege Graphentheae
Grundlegendes

Ein Weg W = (wq, ..., vk) ist M-alternierend, wenn gilt

{vi,vis1} € M & {vip1, vis2) & M fiir alle

W ist M-augmentierend, wenn v; und v, M-frei sind.

Dann ist M/ = M A E(W) ein Matching mit [M’| = |M| + 1.

Satz

Ein Matching M ist maximal
gdw. es keinen M-augmentierenden Weg gibt.
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Generischer Algorithmus S
Grundlegendes

Generischer Algorithmus:

M:=10
while 3 augmentierender Weg W
M:=MAE(W)

Berechnet ein maximales Matching.
Gebraucht wird also nur Algorithmus fiir:

> Stelle fest, ob augmentierender Weg existiert,

» falls ja, finde einen.



. . Algorithmische
Einfacher Algorithmus Graphentheor
Konvention: In bipartiten Graphenist V =AW B Matchings in

bipartiten Graphen

mit |A| < |Blund [eNAl=]en B| =1 fiir alle e € E.
Matching M ist perfekt, falls |[M| = |A|.

Gegeben: bipartiter Graph G = (V/, E), Matching M.
Konstruiere gerichteten Graphen G’ mit Kanten:

(b, a) falls {a, b} € M
(a, b) falls {a, b} € E\ M

firae Aund b € B.

Finde ein M-freies s € A.

Breitensuche ausgehend von s in G’ findet kiirzesten
augmentierenden Weg, falls es einen gibt.



Alternierende Baume

Sei s € V M-frei.

Ein alternierender Baum ist ein Baum T mit Wurzel s und:
» jeder Pfad in T ist ein alternierender Weg,
> kein Knoten v # s in T ist M-frei.

Seien even(T) und odd(T) die Mengen der v € T
gerader bzw. ungerader Tiefe.

Es gilt:
leven(T)| = lodd(T)|+1

Algorithmische
Graphentheorie

Matchings in
bipartiten Graphen



Algorithmische

Algorlth mus Graphentheorie

Sei G bipartit, M Matching in G und T ein alternierender Baum. s

bipartiten Graphen
Es gibt zwei Fille:
» Fall 1: es gibt u € even(T) und {u,vi€ Emitv & T.
» Fall 1a: v ist M-frei.
~» augmentierender Weg.
> Fall 1b: v ist von M iiberdeckt.

~» T kann vergroBert werden.

» Fall 2: fiir alle u € even(T) und {u, v} € E gilt v € odd(T).
In diesem Fall heiBt T verkiimmert.

Satz

Ist T ein verkiimmerter Baum in T,
dann gibt es in T kein perfektes Matching.
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Hall's Theorem Graphentheore

Matchings in
bipartiten Graphen

Der obige Algorithmus findet ein perfektes Matching oder stellt
fest, dass keines existiert, in Zeit O(nm).

Er liefert auch einen einfachen Beweis fiir den Satz von Hall:

Satz

Sei G bipartit. Es gibt genau dann ein perfektes Matching in G,
wenn fiir alle S C A gilt IN(S)| > |S|.
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Ungerade Kreise e

Matchings in
allgemeinen Graphen

In nicht-bipartiten Graphen kann ein weiterer Fall eintreten:

» Fall 2b: es gibt u € even(T) und v € even(T) mit {u,v} € E.

Dann existiert einen Kreis ungerader Lange!

Problem:  augmentierende Wege werden dann nicht immer
gefunden.



Kontraktion ungerader Kreise

Losung:  Ungerade Kreise werden kontrahiert.

Definition

Sei C ein ungerader Kreis in G

G/C ist definiert als G[V \ C] plus
» neuer Knoten {v¢}

» neue Kanten: {u, vc} fiir jede Kante {u, v} mit u ¢ C und
veC

Knoten v¢ heiBt Superknoten in G/C.
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Augmentierende Wege in G/C

Satz

Ist M’ ein Matching in G/C, dann gibt es ein Matching M in G
so daBs

» Anzahl der M-freien Knoten in G
= Anzahl der M'-freien Knoten in G/C.
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Verku m merte Ba U me Graphentheorie

G’ ist abgeleitet von G, wennes G = Gy, ..., Gy = G’ gibt mit Hgemeisen Graphen
Gii1=G;/C fiir alle 7

wobei C; ungerader Kreis in G; ist.

Satz

Sei G’ abgeleitet von G, M’ Matching in G’
und T ein alternierender Baum in G’,
so dass odd(T) keine Superknoten enthjlt.

Ist T verkiimmert, so hat G kein perfektes Matching.



Algorithmische

Der Algorith m US Graphentheorie

Input: Graph G, Matching M in G

1 G'=G Matchings in
allgemeinen Graphen

2 if M perfekt return M

3 wihle s € V M-frei, T := ({s},0)

4 if F{u,vi€ E' mitueceven(T)und v & odd(T)

5 if v M-frei

6 vergroBere M entlang des Pfades von s zu v

7 erweitere M zu Matching auf G; goto 2

8 if I{v,wle M

9 erweitere T um {u, v} und {v,w}; goto 4

10 if veeven(T)

11 C := ungerader Kreis in T + {u, v}

12 G'=G/C; M:=M\E(C)

13 T:=(T+{u,v})/C ; goto 4

14 return "G hat kein perfektes Matching”



Komplexitat des Algorithmus S
SatZ lavlllag':rgier;E:rjnGraphen

Der obige Algorithmus entscheidet korrekt,ob G ein perfektes
Matching hat.

Er fiihrt O(n) Vergréerungen des Matchings und O(n?)
Kontraktionen und Baumwachstumsschritte durch.

Der Algorithmus kann mit Laufzeit O(nma(n)) implementiert
werden.

o(n) ist die inverse Ackermannfunktion.
Es ist «(n) < 4 fiir n < 10999,

Dazu: UNION-FIND-Datenstruktur
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Exkurs: UNION-FIND-Datenstruktur

Es soll eine Familie von disjunkten Mengen verwaltet werden: Matchings in

allgemeinen Graphen

My,...,Mc mit M;NM;=0fir i #j

Dabei sollen folgende Operationen zur Verfiigung stehen:

» MAKE-SET(x) fiigt die Menge {x} zur Familie hinzu.

» FIND-SET(x) liefert ein kanonisches Element der Menge
M; mit x € M;, also FIND-SET(x) = FIND-SET(y), falls x
und y in der gleichen Menge M; liegen.

» UNION(x, y) ersetzt die Mengen M; und M; mit x € M;,
y € M; durch ihre Vereinigung M; U M;.
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Exkurs: UNION-FIND-Datenstruktur

Matchings in
allgemeinen Graphen

UNION-FIND-Datenstruktur kann so implementiert werden, dass
gilt:

Satz

Jede Folge von m M AKE-SET-, UNION- und
FIND-SET-Operationen, von denen n MAKE-SET sind, hat eine
Laufzeit von O(mo(n)).
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MaX|ma|e MatChlngS Graphentheorie

Input: Graph G e -
G*:=G;, M,M*:=1)
(M’, G', T) = Algorithmus(G*, M*)
if M’ nicht perfekt
G*:=G'\T
if V*¥#£0
M* .= M'\ E(T)
M:=MuU(M' NE(T))
goto 2
M:=Mu M’
10 return M
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Maximale Matchings Gephentheae

Matchings in

Sat allgemeinen Graphen
z

Der obige Algorithmus berechnet ein maximales Matching
in Laufzeit O(nmo(n)).

Korollar
Tutte-Berge-Formel:

v(G) = gr‘}%aw — uk(G—S)+15))
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