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11 Turingmas
hinen, Bere
henbarkeit, Komplexitäts-klassen1.1 Turingmas
hinenDe�nition 1(k-Band Turingmas
hine) Eine k-Band Turingmas
hine ist ein Quintupel T = 〈Q,Σ, I, q0, F 〉wobei
• Q ist endli
he Menge von Zuständen
• Σ ist eine endli
he Menge von Symbolen
• I ist eine Menge von Quintupeln der Form (q, s, s′, d, q′) wobei q, q′ ∈ Q, s, s′ ∈

Σk, d ∈ {L,R, s}k. Für alle q, s existiert hö
hstens ein Quintupel der Form
(q, s,−,−,−) in der Menge I

• q0 ∈ Q Anfangszustand
• F ⊆ Q EndzuständeBeispiel 1

Σ = {0, 1,�,#}, k = 2, Q = {q0, q1, q2, q3, q4}1. q0, (�,�), (#,#), (S, S), q12. q0, (1,�), (1,#), (S, S), q23. q0, (0,�), (0, 0)(R,R), q34. q3, (0,�), (0, 1)(R,R), q35. q3, (�,�), (#,#), (S, S), q26. q3, (1,�), (1,�), (R,L), q47. q4, (1, 1), (1, 1)(R,L), q48. q4, (�, 0), (�, 0), (S, S), q19. q4, (1, 0), (1, 0), (S, S), q210. q4, (�, 1), (�, 1), (S, S), q2De�nition 2 (De�nition (Globaler Zustand, Kon�guration))Sei T = (Q,Σ, I, q0, F ) eine k-Band Turingmas
hine. Ein Globaler Zustand (synonymKon�guration) von T ist ein Tripel S = (q, w, w′) wobei q ∈ Q,w ∈ (Σ∗)k, w′ ∈ (Σ+)k(q ist der aktuelle Zustand, w das Wort vor dem S
hreib/Lesekopf und w' das Wort aufund na
h dem S
hreib/Lesekopf). Seien S,S ′ Kon�gurationen. Man s
hreibt S T
−→ S ′gespro
hen S ′ ist die Folgekon�guration von S wenn gilt: S = (q, w, w′), q /∈ F
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• Sei w = (w1, . . . wk), w

′ = (w′
1, . . . w

′
k), ai = erstes Symbol von w′

iSei (q, (a1, . . . , ak), (b1, . . . bk)(d1, . . . dk), q
′) ∈ I Dann S ′ = (q′, v, v′) v = (v1, . . . , vk), v

′ =

(v′1, . . . , v
′
k) wobei vi =







wi di = S

u di = L,wi = uc

ǫ di = L,wi = ǫ

wibi di = R

w′
i = aiu, ai ∈ Σ, u ∈ Σ∗

v′i =







biu di = S

cbiu di = L, c = Letztes Symbol von wi bzw � falls wi = ǫ

u di = RDe�nition 3 (Start-Kon�guration)Sei X ∈ Σ∗ und � kommt ni
ht in x vor. Die Startkon�guratin für T auf eingabe xist de�niert de�niert als (q0, (ǫ, . . . , ǫ), (x,�, . . .�)De�nition 4 (Bere
hnung)Bere
hnung von T auf Eingabe x ist eine endli
he oder unendli
he Folge von Kon�-gurationen, S0, . . .Sn bzw S0,S1, . . ., sodass
• S0 ist die Startkon�guration von T für x
• Si

T
−→ Si+1

• Falls die Folge endli
h ist mit letztem Element Sn so existiert keine Folgekon�-guration S ′ mit Sn
T

−→ S ′De�nition 5 (Akzeptormas
hine)Eine Akzeptormas
hine ist eine TM T mit F = {qA, qR}(akzeptierender und verwer-vender Zustand) eine Eingabe x wird von sol
he einer Mas
hine akzeptiert, falls dieBere
hnung von x aus endli
h ist und im Zustand qA endetBemerkung 1Die Beispielmas
hine von oben akzeptiert alle Eingaben der Form 0n1n.De�nition 6 (Erkannte Spra
he)Sei T eine Turingmas
hine L(T ) := {x| T (x)
︸︷︷︸Bere
hnung von T mit Startkon�guaration x hält in Zu-stand gA}.L heiÿt akzeptierbar, wenn L = L(T ) für eine Mas
hine TBemerkung 2akzeptierbar = semi-ents
heidbar = rekursiv ents
heidbarDe�nition 7L wird von TM T ents
hieden, wenn gilt: x ∈ L⇒ T (x) hällt in Zustand gA x /∈ L⇒

T (x) hält in Zustand gRL heiÿt ents
heidbar, wenn ∃T , sodass L wird von T ents
hieden



1.2 Zeitkomplexität, Speedup und Hierar
hiesatz 3Bemerkung 3Wenn keine Verwe
hslungsgefahr besteht, verwenden wir die Notation L(T ) au
h fürdie von T ents
hiedene Spra
he.Bemerkung 4Es gibt Spra
hen L, die akzeptierbar, aber ni
ht ents
heidbar sind.Bemerkung 5Meist betra
htet man eine Teilmenge Σin ⊆ Σ als Alphabet und erweitert Akzep-tierbarkeit und Ents
heidbarkeit auf Spra
hen L ⊆ Σ∗
in. Man
he Autoren de�nierenTuringmas
hinen als Tupel (Σ,Σin, Q, I, q0, F )1.2 Zeitkomplexität, Speedup und Hierar
hiesatzDe�nition 8 (Zeitkomplexität)Sei T eine Turingmas
hine x ∈ Σ∗ TIMET (x) =Länge der Bere
hnung T (x), unde�-niert falls T (x) ni
ht hält.Bemerkung 6

TIMET : Σ∗ → N ist partielle Funktion
|x| := Länge von xSatz 1 (Speeduptheorem)Sei T ein TM, die L ents
heidet und d ∈ N Dann existiert TM T ′ die au
h L ent-s
heidet und auÿerdem erfüllt: TIMET ′(x) = 1

d
TIMET (x) + |x| + 1Beweis (Idee) T ′ verwendet als Alphabet Σ′ := Σd Bere
hne alle Übergänge voneinem Blo
k zum nä
hsten im voraus und spei
here sie in der (riesigen!) ZustandstafelI' von T' ab. �Ziel: De�nition von TIME(f) wobei f eine Funktion N → N, z.B. f(n) = neDe�nition 9 (Zeitkonstruierbar)Eine Funktion f : N → N heiÿt zeitkonstruierbar, wenn eine TM T existiert, die beiEingabe x hält na
h ≤ c · f(|x|) S
hritten für ein festes c ∈ N und auf einem Banddie Ausgabe 1f(|x|) liefert ( ��� 11 . . . 11

︸ ︷︷ ︸

f(|x|) Stü
k ��)Satz 2
f(n) = n, f(n) = n logn sind zeitkonstruierbar. Falls f,g zeitkonstruierbar, k ∈ Ndann au
h: k · f, f + k, f + g, f · g, f g, f !, f ◦ g. Zu jeder bere
henbaren Funktion fexistiert eine zeitkonstruierbare Funktion r, sodass f(n) ≤ r(n).De�nition 10Sei f zeitkonstruierbar. TIME(f) ist de�niert als die Menge aller Spra
hen L für dieeine TM T existiert mit TIMET (n) ≤ x · f(|x|) für ein c ∈ N
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hreibt TIME(f(n)) statt TIME(f) und au
h TIME(n2) statt TIME(sq) wobei
sq(n) = n2Beispiel 2
{0n1n|n ≥ 0} ∈ TIME(n) 'Kürzeste Wege' ∈ TIME(n2) 'Sudoku lösen' ∈ TIME(2n)
{0n1n|n ≥ 0} ∈ TIME(2n) ADDITION ∈ TIME(n) MULTIPLIKATION ∈ TIME(n2)De�nition 11
P :=

⋃

k≥1 TIME(nk)

EXP :=
⋃

k≥1 TIME(2nk

)

E :=
⋃

k≥1 TIME(2kn)ACHTUNG: 25n /∈ O(2n) d.h. für keine Konstante 
 gilt: 25n < c2nSatz 3 (Zeithierar
hiesatz)Sei f zeitkonstruierbare Fkt. Dann gilt: TIME(f(n)) ( TIME(n2f(n)2)Beweis Betra
hte folgenden Algorithmus:Eingabe: TM T /* 
odiert als 01 Folge /*1 Bere
hne N := f(|T |) + |T | + 12 Simuliere T(M) für N S
hritte.3 Ausgabe: Falls diese Bere
hnung akzeptiert: REJECT sonst: ACCEPTSetze
Lf = {T | T (T ) akzeptiert ni
ht na
h f(|T |) + |T | + 1 S
hritten}Klar: Der angegebene Algorithmus ist ein Ents
heidungsverfahren für Lf .Sei Tf eine Turingmas
hine, die diesen Algorithmus implementiert und insbeson-dere Lf ents
heidet. Wir zeigen zunä
hst, dass Lf /∈ TIME(f(n)).Falls do
h, so sei T0 eine Turingmas
hine die Lf ents
heidet und auÿerdem TIMET0

(x) ≤
cf(|x|). Na
h Speedup Theorem können wir oBdA annehmen dass TIMET0

(x) ≤
f(|x|) + |x| + 1. Es gibt zwei Fälle: entweder T0 ∈ Lf oder T0 /∈ Lf . Falls T0 ∈ Lfdann müsste T0(T0) na
h ≤ f(|T0|) + |T | + 1 S
hritten verwerfen (also insbesondereüberhaupt verwerfen). Dann aber wäre T0 /∈ Lf , weil T0 die Spra
he Lf ents
heidetFalls T0 /∈ Lf dann müsste T0 die Eingabe verwerfen, und aufgrund der Annahme an
TIMET0

müsste dies na
h spätestens f(|T0|)+ |T0|+ 1 S
hritten ges
hehen, also wäre
T0 ∈ Lf .Komplexitätsabs
hätzung des Algoritmus von oben: 1: cf(|T |) S
hritte (weil fzeitkonstruierbar) 2: Man muss die k Bänder der eingegeben Mas
hine T auf einemBand spei
hern (dur
h Hintereinanders
hreiben), da man ni
ht inputabhängig neueBänder anfordern kann. Auÿerdem muss das Alphabet der Mas
hine T mit festemAlphabet 
odiert werden, da man ni
ht inputabhängig neue Arbeitssymbole anfordernkann. Ein Arbeitsband von T enthält hoe
hstens f(|T |) + |T | + 1 Symbole. Da fzeitkonstruierbar ist, gilt f(n) ≥ n, also f(|T |) + |T | + 1 = O(f(|T |). Die Kodierung



1.3 Ni
htdeterminismus, wi
htige Komplexitätsklassen und deren Beziehungen 5einer globalen Kon�guration erfordert somit O(|T |2 · f(|T |)) Symbole, wenn manbea
htet, dass sowohl die Zahl der Bänder von T, als au
h die Alphabetgröÿe von Tdur
h |T | bes
hränkt sind.Um einen S
hritt zu simulieren, muss man auf dieser langen Codierung hin- undher navigieren, sodass si
h ein Aufwand von O(|T |2 · f(|T |)) ergibt. Da nun f(|T |) +
|T | + 1 S
hritte zu simulieren sind, kann der Gesamtaufwand dur
h O(|T |2 · f(|T |)2)bes
hränkt werden. �Korollar 4
P ( EXPBeweis P ⊆ TIME(2n) weil 2n s
hneller wä
hst als jedes Polynom.
TIME(2n) ( TIME(n2 · (2n)2) wegen Zeithierar
hiesatz.
TIME(n2 · (2n)2) ⊆ EXP �Satz 5 (GAP-Theorem)Es existiert eine bere
henbare Funktion f : N → N T', sodass TIME(f(n)) = TIME(2f(n)).Allerdings ist f ni
ht zeitkonstruierbar.1.3 Ni
htdeterminismus, wi
htige Komplexitätsklassen und de-ren BeziehungenDe�nition 12 (Ni
htdeterministis
he Turingmas
hine)Wie deterministis
he Turingmas
hine aber I beliebig (I ⊆ Q×Σ×Σ×Q×{S, L,R})Zu gegebenem q, a kann es mehrere Quintupel in I der Form (q, a,−,−,−) geben.Zu einer Eingabe x ∈ Σ∗ de�niert man den Bere
hnungsbaum wie folgt:

• Der Binärbaum ist endli
h verzweigt aber mögli
herweise unendli
h.
• Die Wurzel ist mit der Startkon�guration von T auf x bes
hriftet.
• Ist ein Knoten mit Kon�guration S bes
hriftet und sind S1, ..., Sn die Na
hfol-gekon�gurationen von S, so hat der Knoten n Kinder die mit diesen bes
hriftetwerden.De�nition 13Eine ni
htdeterministis
he Turingmas
hine T akzeptiert ein Wort x ∈ Σ∗ wenn es imBere
hnungsbaum von T auf x einen Ast gibt, der mit einer akzeptierenden Endkon-�guration endet und auÿerdem alle Äste endli
h sind. Ein Wort x wird verworfen,wenn es ni
ht akzeptiert wird, d.h. es gibt einen unendli
hen Ast oder alle Äste endenin einer verwerfenden Kon�guration.Bemerkung 7Alle Ni
htdeterministis
hen Turingmas
hinen die wir betra
hten, haben endl. Bere
h-nungsbäume.



61 TURINGMASCHINEN, BERECHENBARKEIT, KOMPLEXITÄTSKLASSENDe�nition 14 (NTIME)Sei T Ni
htdeterministis
he Turingmas
hine x ∈ Σ∗

NTIMET (x) =

{Länge des kürzesten akzeptierenden Astes, falls existentLänge des kürzesten Astes überhaupt, sonstBemerkung 8Meist sind Ni
htdeterministis
he Turingmas
hinen so gebaut, dass alle Äste glei
hlang sind.De�nition 15 (NTIME(f(n)))Sei f zeitkonstruierbar. NTIME(f(n)) = {L | es existiert Ni
htdeterministis
he Tu-ringmas
hine T , c > 0 : ∀x. x ∈ L⇔ T akzeptiert x und NTIMET (x) ≤ c · f(|x|)}De�nition 16 (P, NP, E, EXP, NEXP, NE)
P =

⋃

k≥0 TIME(nk) /* polynomielle Laufzeit */
NP =

⋃

k≥0 NTIME(nk) /* ni
htdeterministis
h, polynomielle Laufzeit */
E =

⋃

k≥0 TIME(2kn)

NE =
⋃

k≥0 NTIME(2kn)

EXP =
⋃

k≥0 TIME(2nk

)

NEXP =
⋃

k≥0 NTIME(2nk

)Bemerkung 9
P ='praktis
h bere
henbar'? Lässt si
h ein GraphG knotenfrei imR3 zei
hnen? DiesesProblem ist in P aber kein Algorithmus konnte bisher konkret angegeben werden.Satz 6 (Bekannte Beziehungen)

P ⊆† NP
(

∗

(
∗

E ⊆† NE

(
∗

(
∗

EXP ⊆† NEXP*folgt aus Zeithierar
hiesätzen
† Die E
htheit dieser Inklusionsbeziehungen wird vermutet, konnte aber ni
ht gezeigtwerden.Satz 7
NP ⊆ EXPBeweis Dur
h systematis
he Exploration aller Pfade im Bere
hnungsbaum. �Satz 8
P = NP ⇒ E = NE (also E 6= NE ⇒ P 6= NP)



1.3 Ni
htdeterminismus, wi
htige Komplexitätsklassen und deren Beziehungen 7Beweis (dur
h padding) Sei P = NP und L ∈ NEDe�niere L∗ über Σ ⊎ {#}
L∗ = {w #...#

︸ ︷︷ ︸

2|w|−|w|

| w ∈ L}Wir behaupten: L∗ ist in NP:Eingabe: w′Prüfe ob w′ = w #...#
︸ ︷︷ ︸

2|w|−|w|Prüfe ob w ∈ L /* w aus Zerlegung von w′ */ mit gegebenem ni
htdeterministis
hemAlgorithmus.Zeitbedarf dieses Algorithmus:
O(|w′|) für ZerlegungNB: |w| = O(log |w′|)Zeitbedarf für Test ob w ∈ L
O(2k·|w|) = O(2k·O(log(w′))) = O(|w′|k·O(1)) /* polynomiell */also Gesamtlaufzeit des (ni
htdeterministis
hen!) Algorithmus:O(|w′|O(1)) also in NP.Na
h Annahme gibt es ein polynomielles deterministis
hes Verfahren für L∗. Wirkonstruieren daraus ein Verfahren �in E� wie folgt:EINGABE w ∈ Σ∗Konstruiere w′ = w#...#Prüfe mit deterministis
h polynomiellem Verfahren ob w′ ∈ L∗Falls ja: Akzeptieresonst: VerwirfLaufzeit dieses Verfahrens:

• Konstruktion von w′: O(2O(|w|))

• Test ob w′ ∈ L∗:
O(|w′|k) k fest
= O((2|w|)k) = O((2k·|w|))

; Algorithmus läuft in Zeit O(2O(|w|)) also L ∈ E wzbw. �Korollar 9
E 6= NE ⇒ P 6= NPSlogan Glei
hheit von Komplexitätsklassen vererbt si
h na
h oben; Unglei
hheitvererbt si
h na
h unten.



8 2 DIE KLASSEN P UND NP2 Die Klassen P und NP2.1 NP-VollständigkeitSatz 10 (NP als Veri�kation in polynomieller Zeit)Wenn L ∈ NP dann gibt es RL ∈ P und k ∈ N so dass x ∈ L ⇔ es existiert w mit
(x, w) ∈ RL und |w| ≤ |x|kBeweis Deute w als 'Beweis' für x ∈ L. Aussage des Satzes ist, dass für Spra
henin NP immer ein Beweisbegri� existiert, sodass Korrektheit eines Beweises in poly-nomieller Zeit geprüft werden kann.Sei L ∈ NP und NTIMET (x) ≤ |x|k wobei T eine Ni
htdeterministis
he Turingma-s
hine für L ist.ObdA habe der Bere
hnungsbaum von T auf x Verzweigungsgrad 2.
RL = {(x, w) | w ∈ {0, 1}∗, der dur
h w ausgewiesene Zweig im Bere
hnungsbaumvon T auf x akzeptiert }Klar ist RL ∈ P (ni
htdet. Ents
heidung werden ja gemäÿ w vorgenommen)Falls x ∈ L so wähle einen akzeptierenden Pfad der Länge ≤ |x|k. Setze für w dasentspre
hende Wort aus 0, 1∗. Es gilt (x, w) ∈ RL und |w| ≤ |x|k.Falls (x, w) ∈ RL und |w| ≤ |x|k so gilt x ∈ L na
h De�nition von RL �De�nition 17 (NP-s
hwer)Eine Spra
he L ⊆ Σ∗ ist NP-s
hwer, falls für jede Spra
he L′ ∈ NP eine in polynomi-eller Zeit bere
henbare Funktion f : Σ∗ → Σ∗ existiert, sodass x ∈ L′ ⇔ f(x) ∈ L.De�nition 18 (Transdu
er)Ein Transdu
er (Übersetzer) ist eine deterministis
he TM mit zwei ausgezei
hnetenBändern (ein Eingabe- und ein Ausgabeband). Ein Transdu
er bere
hnet eine Funk-tion f : Σ∗ → Σ∗, wenn die Mas
hine T für alle Eingaben x ∈ Σ∗ hält und dannauf dem Ausgabeband das Wort f(x) steht. Man sagt �T bere
hnet f�. DTIME wirdanalog au
h für Transdu
er de�niert.De�nition 19 (FP formal)
f ∈ FP gdw. es einen Transdu
er T, der f bere
hnet, und es existiert ein Polynom p,so dass TIME(T (x)) ≤ p(|x|).Beispiel 3
f(x) = x2 (x eine Zahl in Binärnotation)
f(x) = Tabelle der kürzesten Wege von einem Startknoten s in einem geri
htetenGraphen G, wobei G und s dur
h x 
odiert sind.
f(x) = 2x ist ni
ht in FPN.B. Falls f ∈ FP dann gilt |f(x)| ≤ p(|x|) für ein festes Polynom p.



2.1 NP-Vollständigkeit 9De�nition 20 (SAT Problem)Gegeben: aussagenlogis
he Formel qGefragt: Ist q erfüllbar (gibt es Belegung der Variablen, die q wahrma
ht)De�nition 21 (3-COL)Die Spra
he 3-COL besteht aus allen ungeri
hteten Graphen G = (V,E) die mti dreiFarben gefärbt werden können, d.h. es existiert c : V → {r, g, b} sodass:
{v, v′} ∈ E ⇒ c(v) 6= c(v′)Satz 11Es gibt eine Funktion f ∈ FP sodass x ∈ 3-COL ⇔f(x) ∈ SATBeweis Sei x ∈ (V,E) Graph
f(x) ist wie folgt de�niert:Für jeden Knoten v ∈ V , für jede Farbe c ∈ {r, g, b} eine Variable xv,c Das ma
htinsgesamt 3 · |v| VariablenFür jeden Knoten v die Formel xv,rvxv,bvxv,g /* |v| FormelnFür jeden Knoten v die Formel ¬(xv,r∧xv,b)∧¬(xv,rxv,g)∧¬(xv,b∧xv,g) /* |V| Formeln/*Für {v, v′} ∈ E : ¬(xv,r ∧ xv′,r) ∧ ¬(xv,g ∧ xv′,g) ∧ ¬(xv,b ∧ xv′,b)f(x) besteht aus konjunktion all dieser Formeln (2 · |V | + |E| Stü
k )
f(x) erfülbar ⇔x ∈ 3-ColMan s
hreibt 3-Col ≤P SAT �Satz 12 (Satz von Cook-Levin)SAT ist NP-vollständig D.h. für jede Spra
he L ∈ NP gibt es eine Übersetzungsfunk-tion f ∈ FP wel
he Instanzen von L auf aussagenlogis
he Formeln abbildet, sodass
x ∈ L⇔ f(x) erfüllbarBeweis (Skizze)Sei L ∈ NP und T eine NTM mit L = L(T) und NTIME(T (x)) ≤ p(|x|) für einPolynom pWir müssen eine Funktion f konstruieren, sodass x ∈ L⇔ f(x)erfllbar. Erinnerung:
x ∈ L⇔in Bere
hnungsbaum von T auf x ein akzeptierender Pfad existier, bzw, wennausgehend von der Startkon�guration S0 von T auf x eine Folge von Kon�gurationen
S0 → S1 . . . → Sn existiert, sodass Sn akzeptierend ist und ′ →′ Übergangsrelationvon T istObdA : n = p(|x|) und T hat nur ein Bandf(x) ist jetzt wie folgt de�niert:Variablen:Für alle t ≤ p(|x|), q ∈ Q eine Variable zustq,t /* T ist zur Zeit t im Zustand q,O(p(|x|)) Stü
k */Für alle i ≤ p(|x|), t ≤ p(|x|), a ∈ Σ eine Variable syma,i,t /* zur Zeit t steht anPosition i das Symbol a, O(p(|x|)2) Stü
k */Für alle z, t ≤ p(|x|) eine Variable kopfi,t /* Zur Zeit t ist der Kopf an Position i */Formeln wel
he ausdrü
ken, dass die Belegung dieser Variablen einer legalen akzep-tierenden Bere
hnung entspri
ht:



10 2 DIE KLASSEN P UND NPZ.B. ∧

i≤p(|x|) symxi,i,0 Wobei x = x0 . . . xm−1
∧

i≥|x| sym�,i,0
∧

i≥p(|x|,a6=a′,t≤p(|x|) ¬(syma,i,t

∧
syma′,i,t)Für jeden Zustand q und Symbol a Zeitpunkt t, Position i die Formel

zustq,t ∧ kopfi,t ∧ symbola,i,t ⇒ ∨(q,a,q′,a′,d)∈Izustq′,t+1 ∧ kopfi+d,t+1 ∧ syma′,i,t+1

. . .Idee: Die Variablen von f(x) bes
hreiben Folgen von globalen Kon�gurationen von Tder Länge und Gröÿe p(|x|)Die Formeln von f(x) bes
hreiben, dass sol
h eine Folge akzeptierend ist. Die Kon-junktion dieser Formeln ist dann erfüllbar, genau dann, wenn eine akzeptierende Be-re
hnung existiert. �Weite NP-vollständige Probleme:3-COL, TSP, Hamiltons
he Kreise, . . .De�nition 22 (NP-S
hwer)Ein Problem/Spra
he L ist NP-s
hwer wenn L′ ≤P L für alle L′ ∈ NPDe�nition 23 (NP-vollständig)Eine Spra
he L ist NP-vollständig, wenn L ∈ NP und L NP s
hwerBemerkung 10Könnte man ein NP-vollständiges Problem in polynomieller Zeit lösen, so wäre NP =PLevin hat einen Algorithmus angegeben, der zu gegebener erfüllbarer Formel in po-lynomieller Zeit eine erfüllende Belegung �ndet, vorausgesetzt, dass P = NP (Levin-sear
h).2.2 Satz von LadnerSatz 13 (Satz von Ladner)Es gibt eine Spra
he L ∈ NP die ni
ht NP-vollständig ist und trotzdem ni
ht in Pliegt.Das natürli
h unter der Voraussetzung P 6= NP.Beweis Beginne mit NP-vollständiger Spra
he L0 z.B L0 = Sat wähle w0 /∈ L0Ansatz:
L = {x ∈ L0 | |x| ∈ G} für no
h zu bestimmendes G.
f(x) =

{

x falls |x| ∈ g

w0 falls |x| /∈ GEs gilt x ∈ L↔ f(x) ∈ L0Ziel:1. Wähle G so, dass f ∈ FP , dazu muss |x| ∈ G? in polynomieller Zeit ent-s
heidbar sein. Dann ist zumindestens L ∈ NP, da L ≤P L0 vermöge f und L0NP-vollständig



2.2 Satz von Ladner 112. Wähle G so dass L 6= i-te Spra
he in ¶ und auÿerdem L 6= i-te Spra
he dieNP-vollständig ist. Dies für alle i ≥ 0Sei T1, T2, T3 . . . eine Aufzählung von Turingmas
hinen, so, dass
P = {L(Ti) | i ≥ 0}Auÿerdem soll i 7→ Ti bere
henbar sein.Idee:Gegeben:De
odiere i als Tupel (T, p) wobei T eine TM ist und p Polynombei fals
hem Format setze Ti = 0 /* Default Mas
hine */ Setze Ti := Die Mas
hine,die auf Eingabe x die Bere
hnung von T (x) für p(|x|) S
hritte simuliert und akzep-tiert gdw. die Simulation akzeptiert hat.'Sei T ′

1, T
′
2, . . . eine Aufzählung von Turingmas
hinen, so dass NPC = {L|∃i : T ′

i ent-s
heidet L}Idee: gegeben i:De
odiere i als Tupel (T,f)T ni
htdet. TM polynomieller Laufzeitf ist FP-Transdu
erKonstruiere aus T, f folgende deterministis
he TM T ′
iBei Eingabe x prüfe zunä
hst, ob y ∈ SAT ⇐⇒ f(y) ∈ L(T ) für alle y mit |y| ≤ |x|.(dur
h Brute-For
e Simulation aller Bere
hnungspfade). Falls Ja: Akzeptiere, gdw.

x ∈ L(T )Falls Nein: Akzeptiere, gdw. x ∈ SATIst i = (T, f) und L(T ) NP-vollständig vermöge der Reduktion f , so gilt L(T ′
i ) =

L(T ). Anderenfalls unters
heidet si
h L(T ′
i ) nur an endli
h vielen Punkten von SATund ist somit immerhin NP-vollständig.Sei nunmehr Li = L(Ti) und L′

i = L(T ′
i ). Es ist P = {Li | i ≥ 0} und NPC =

{L′
i | i ≥ 0}. Hier ist NPC die Menge der NP-vollständigen Spra
hen.Ziel: Konstruiere G ⊆ N so, dass ∀iL∗ 6= Li und L∗ 6= L′

iNB A,B Mengen: A 6= B falls A∆B 6= ∅ wobei A∆B = A \B ∪ B \ AFür jedes n, i ∈ N gibt es ein Wort x mit |x| ≥ n so dass x ∈ L∆LiNB x bezeugt, dass L 6= LiNa
h Voraussetzung P 6= NP muss L∆Li 6= ∅ sein



12 2 DIE KLASSEN P UND NPMehr no
h: für jedes n gibt es y ∈ L∆Li mit |y| ≥ n, denn sonst würde si
h Lnur an endli
h vielen Punkten von Li unters
heiden und wäre damit selbst in P.Für jedes i, n ∈ N gibt es auÿerdem y mit |y| ≥ n und y ∈ L′
iSonst wäre nämli
h L′

i endli
h und deshalb in P. Wegen der Voraussetzung P 6= NPkann eine NP-vollständige Spra
he wie L′
i ni
ht in P seinSei nun r zeitkonstruierbare funktion r : N → N, sodass für alle n ∈ N sodass fürjedes i ≤ n ein Wörter x ∈ L∆Li und y ∈ L′

i mit mit n ≤ |x|, |y| ≤ r(n) existieren.Idee:Gegeben n:Simuliere alle Ti, T
′
i mit i ≤ n auf allen Eingaben der Längen , n, n + 1, n + 2, . . .solange bis passende Wörter x und y gefunden sind. Na
h vorhergehender Diskussiongibt es sol
he.Ausgabe: Re
henzeit dieses ganzen Prozesses.Dahinter ste
kt die allgemeine Beoba
htung:Zu jeder bere
henbaren Funktion f gibt es eine zeitkonstruierbare Funktion g mit

g(n) ≥ f(n)Setze nun:
r0 = 0
r1 = r(0) + 1
r2 = r(r1) + 1...
rn+ = r(rn) + 1

G = {n|ri ≥ n < ri + 1 wobei i gerade }Erinnerung L∗ = {x ∈ L||x| ∈ G}Behauptung: L∗ /∈ NPCWäre L∗ = L′
i für ein i, dann wähle n ungerade, sodass rn ≥ iIm Berei
h rn . . . r(rn) �ndet si
h ein y ∈ L′

i Na
h De�nition von G ist aber y /∈ L∗weil |y| /∈ GBehauptung: L∗ /∈ P:Wäre L∗ = Li für ein i dann wähle n gerade, sodass rn ≥ i. Im Berei
h rn, . . . , r(rn) =
rn+1 − 1 �ndet si
h ein x ∈ Li∆L. Auf diesem Berei
h stimmen L und L∗ überein.Also ist x ∈ Li∆L

∗Es folgt Li 6= L∗Es bleibt zu zeigen, dass: {x|x ∈ G} ∈ PGegeben: xBere
hne sukzessive r0, r1, r2, . . .bis n gefunden ist mit rn ≥ |x| < rn+1akzeptiere ⇔n geradeDie Bere
hnung eines ri verbrau
ht Zeit O(ri)also na
hdem alle ri ≤ |x| sind: O(|x|)



2.3 Orakelmas
hinen 13Auÿerdem kann n (sehr grob) dur
h |x| abges
hätzt werden
⇒Gesamtlaufzeit O(|x|2) �Bis heute wurden keine konkreten Spra
hen e
ht zwis
hen P und NPC gefunden.Immerhin:De�niert man co− NP := {L|L ∈ NP}Dann ist NP = co− NP ein o�enes Problem und au
h ob:
P = NP∩co− NPFalls NP 6= co− NP, so ist kein Problem in co− NP au
h NP-vollständig.2.3 Orakelmas
hinenDe�nition 24 (Orakelmas
hine)Eine (ni
ht)deterministis
he Orakelturingmas
hine ist eine (ni
ht)deterministis
heTM T mit drei ausgezei
hneten Zuständen qQ, qY , qNFalls C ⊆ Σ∗, so de�niert man die Bere
hnung von T auf Eingabe x ∈ Σ∗ (TC(x))wiefolgt:
TC(x) erfolgt wie 'normal' mit der folgenden Ausnahme:gelangt die Bere
hnung in den Zustand qQ (query) so wird die Bere
hnung im Zustand
qY fortgesetzt falls 'Bandinhalt' (des ersten Bandes)∈ Cund in qN fortgesetzt, falls 'Bandinhalt' /∈ C

L(TC) = {x|TC(x) akzeptiert }bzw. L(TC) = {x | es gibt eine akzeptierende Bere
hnungsfolge im Baum TC(x)}De�nition 25Sei C ⊆ Σ∗ Wir de�nieren:
PC = {L | es existiert det. Orakel TM T , L = LC(T ) und Polynom p:die Länge der Bere
hnung TC(x) ist dur
h p(|x|) bes
hränkt.}Bemerkung 11Falls L ∈ P, z.B. L = Addition, Mat
hing, . . .so ist PL = PBegründung:Simuliere Bere
hnung TL(x) dur
h eigenständige Beantwortung der Orakelanfragen.Bemerkung 12Lautzeit von T bes
hränkt dur
h p und L ∈ TIME(q) für Polynom q

⇒Laufzeit der Simulation bes
hränkt dur
h p(n) · q( p(n)
︸︷︷︸S
hranke an die Länge der Anfrage)Bemerkung 13

NP ⊆ PSAT ist klar. Die Frage, ob NP ⊇ PSAT ist ein o�enes Problem.Setzt man TAUT = {φ | φ allgemeingültig}, so folgt TAUT∈ PSAT mit folgenderMas
hine:



14 2 DIE KLASSEN P UND NPEingabe: q /* q aussagenlogis
he Formel */Frage ob ¬q ∈ SAT /* S
hreibe ¬q aufs erste Band gege in qQ */Falls ja: REJECTFalls nein: ACCEPTAber TAUT ∈ NP ist ein bekanntes o�enes Problem.De�nition 26Sei C ⊆ Σ∗ Wir de�nieren:
NPC = {L | es existiert ni
htdet. Orakel TM T , L = LC(T ) und Polynom p:die Laufzeit der Bere
hnung TC(x) ist dur
h p(|x|) bes
hränkt.}Bemerkung 14

PC ⊆ NPCBemerkung 15Die Spra
he {(ϕ, U) | ϕ auss.log. Formel, U Teilmenge der Variablen, es existiertBelegung η der Variablen in U , sodass ϕ[η] allgemeingültig ist} ist in NPSAT . (RateBelegung der Variablen in U , ents
heide mit SAT-Orakel, ob entstehende Formelallgemeingültig ist.)2.4 Relativierungen von P und NPEs ist ein o�enes Problem, ob diese Spra
he in PSAT ist.Satz 14Es gibt eine Spra
he C ⊆ Σ∗, sodass PC = NPCBemerkung 16Es ist unbekannt ob PSAT = NPSATBeweis C = {(T, x, 0k) | T ist det. TM und T (x) akzeptiert und verbrau
ht hö
hs-tens k Bandpositionen (zusätzli
h zur Eingabe)}NB: C ist ents
heidbar. Es gibt nämli
h nur 2poly(k,|x|) viele mögli
he globale Kon�gu-rationen. Hat die Bere
hnung na
h dieser Zeit ni
ht gehalten, so hält sie überhauptni
ht mehr und kann abgebro
hen werden.NB: Es ist o�en ob C ∈ P
PC ⊆ NPC ist klar.Es bleibt zu zeigen NPC ⊆ PCSei T ni
htdet. Orakel TM zeitbes
hränkt dur
h Polynom p. Wir konstruieren einedeterministis
he polynomialzeitbes
hränkte Orakel TM T ′ mit L(TC) = L(T ′C) und
T ′ tätigt nur eine einzige Orakelanfrage ganz am Ende.



2.4 Relativierungen von P und NP 15
T ′ wie folgt:EINGABE: xBaue eine det. TM T0, die TC(x) ohne Benutzung des Orakels simuliert. Dies dur
hsystematis
he Exploration aller Bere
hnungspfade und Beantwortung aller Orakelan-fragen dur
h obenstehende Ents
heidunsprozedurMan kann diese Mas
hine so konstruieren, dass sie nur p′(|x|) Bandzellen anfordertfür ein Polynom p′Frage nun, ob (T0, x, 0

p′(|x|)) ∈ CFalls ja, akzeptiereFalls nein verwerfe.NB: Laufzeit dieser Mas
hine ist polynomiell, denn sie setzt si
h zusammen aus fol-gendem: Erzeugung des Codes für T0, Erzeugung von 0p′(|x|) und stellen der Anfragean C. �Bemerkung 17Eine Beweismethode wie z.B. Diagonalisierung, die in Gegenwart von Orakeln funk-tioniert kann ni
ht P von NP trennen.Satz 15Es existiert eine Spra
he C ⊆ Σ∗ sodass PC 6= NPCBemerkung 18 (Vorbemerkung zum Beweis)Ist T eine OTM, C ⊆ Σ∗ und wird die Anfrage y in der Bere
hnung TC(x) ni
htgestellt, dann gilt: TC(x) akzeptiert ⇔TC\{y}(x) akzeptiert ⇔TC∪{y}(x) akzeptiertBeweis Sei T0, T1, . . . eine e�ektive Aufzählung von polynomialzeitbes
hränkten OTMsodass gilt:1. PC = {LC(Ti) | i ≥ 0} für alle C2. Laufzeit von TC
i (x) ≤ |x|i + iÜbung: Sol
he Aufzählung existiertWähle B ⊆ Σ∗ in no
h zu bestimmender, geeigneter WeiseC = {0n | es existiert x ∈ B mit |x| = n}Es gilt C ∈ NPB ganz egal was B am Ende ist:Gegeben 0n, rate x ∈ Σ∗ mit |x| = n. Frage dann das Orakel, ob x ∈ BWir werden es so einri
hten, dass C 6= LB(Ti) für jedes i und somit C /∈ PB

B0 = ∅, n0 = 0Seien Bi und ni s
hon de�niert. Wir legen Bi+1, ni+1 wie folgt fest:/* Invariante: Bi enthält kein Wort der Länge ≥ ni *//* Invariante: 2ni > ni
i + i− 1 */Re
hne TBi

i (0ni) /* Dauert ni
i + i S
hritte */Falls akzeptiert wird: Bi+1 := Bi, sodass 0ni /∈ CFalls zurü
kgewiesen wird:Wähle w mit |w| = ni und so dass w in obiger Bere
hnungni
ht gefragt wurde. So ein w muss es wegen der Wahl von ni geben.Setze Bi+1 := B ∪ {w}



16 2 DIE KLASSEN P UND NPWähle ni+1 so dass
• 2ni+1 > ni+1

i+1 + i+ 1

• ni+1 > ni
i + i− 1Setze nun: B =

⋃

i≥0Bi. Mit dieser Wahl von B gilt:
C /∈ PB. Denn wäre C = L(TB

i ) für ein i ≥ 0, dann betra
hten wir die Bere
hnung
TB

i (0ni). Aufgrund der Konstruktion kommt hierbei dasselbe Ergebnis heraus wie beider Bere
hnung TBi

i (0nI ). Es gilt aber 0ni ∈ L(TBi

i ) ⇔ 0ni /∈ CAlso ist C 6= L(TB
i )Halbkonkrete Konstruktion der ersten 3 S
hritte (Σ = {0, 1}):Betra
hte: TB0

0 (ǫ) /* B0 = 0, n0 = 0 */Falls akzeptiert: B1 = B0 = ∅ hier ǫ /∈ C (wir nehmen an, dass dieser Fall eintritt)Falls zurü
kgewiesen wird: B1 = {ǫ} hier ǫ ∈ C
n1 sodass 2n1 > n1

1 + 1 und n0
0 + 0

n1 = 2Betra
hte TB1

1 (00) Re
henzeit 21 + 1 = 3 S
hritteAnnahme. Die Bere
hnung weise zurü
k und das Wort 11 werde ni
ht angefragt.
B2 = {11}
n2 so dss 2n2 > n2

2 + 2 und n2 > n1
1 + 1 = 3z.b: n2 = 5Betra
hte TB2

2 (00000)Re
henzeit: 27 S
hritteAnnahme: Die Bere
hnung weise zurü
k und frage das Wort 11011 ni
ht an. Dannsetzen wir B3 = {11, 11011}
n3 sodass 2n3 > n3

3 + 3 und n3 > 27z.B.: n3 = 28 �2.5 Die Polynomielle Hierar
hie
NPSAT ist mehr als NP. Es gilt sogar TAUT ∈ PSAT ⊆ NPSAT aber TAUT ist 
o-NPvollständig.Die Komplexitätsklasse NPSAT wird mit ΣP

2 bezei
hnet, die Klasse PSAT wird mit ∆P
2bezei
hnet.De�nition 27 (polynomielle Hierar
hie)

ΣP
0 = ∆P

0 = ΠP
0 := P /* Polynomialzeit */

ΣP
i+1 = NPΣP

i =
⋃

C∈ΣP
i

NPC

∆P
i+1 = PΣP

i

ΠP
i+1 = co-NPΣP

iBemerkung 19Es gilt:
NP = ΣP

1
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hie 17
co-NP = ΠP

1

PSAT = PNP = ∆P
2

NPSAT = ΣP
2O�ensi
htli
h gelten folgende Inklusionsbezei
hnungen als Hasse Diagramm:...

∆P
3/ \

ΠP
2 ΣP

2

\ /
∆P

2/ \
ΠP

1 ΣP
1

\ /
∆P

1/ \
ΠP

0 ΣP
0

\ /
∆P

0Bemerkung 20 (Notation)Für n ∈ N s
hreiben wir
∃ny.ϕ(y) für ∃y ∈ Σ∗.|y| ≤ n ∧ ϕ(y)
∀ny.ϕ(y) für ∀y ∈ Σ∗.|y| ≤ n⇒ ϕ(y)Satz 16
L ∈ ΣP

i genau dann wenn eine Spra
he A ∈ P und ein Polynom p existiert, sodass:
x ∈ L⇔ ∃p(|x|)y1∀p(|x|)y2∃p(|x|)y3 . . .∃/∀p(|x|)yi(x, y1, y2, . . . , yi) ∈ AAnalog gilt L ∈ ΠP

i ⇔es gibt Spra
he A ∈ P und Polynom p mit
x ∈ L⇔ ∀p(|x|)y1∃p(|x|)y2 . . . (x, y1, . . . , yi) ∈ ABeweis dur
h Induktion über i. Wir führen nur die Fälle i = 0, 1, 2 dur
h.
i = 0 Klar
i = 1 Aussage des Satzes:
L ∈ ΣP

1 , d.h. L ∈ NP ⇔ eine Spra
he A ∈ P und ein Polynom p existiert sodass:
x ∈ L⇔ ∃y1 : |y1| ≤ p(|x|) ∧ (x, y1) ∈ ADies wurde bereits bewiesen.
i = 2:Aussage des Satzes:
L ∈ ΣP

2 , d.h. NPSAT ⇔eine Spra
he A ∈ P und ein Polynom p existieren mit: L =
{x | ∃p(|x|)y1.∀p(|x|)y2.(x, y1, y2) ∈ A}
⇐:Sei L = {x | ∃p(|x|)y1.∀p(|x|)y2.(x, y1, y2) ∈ A} für ein A ∈ P und Polynom pWir sollen zeigen L ∈ NPNPEs gilt x ∈ L⇔
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∃p(|x|)y1.¬∃p(|x|)y2. (x, y1, y2) /∈ A

︸ ︷︷ ︸

∈P
︸ ︷︷ ︸

=:B(x,y1)∈NPO�ensi
htli
h:
B ∈ NP und L ∈ NPB ⊆ NPNP = ΣP

2

⇒:Sei eine Orakelmas
hine T vorgelegt sodass L = L(T SAT) und sei T ni
htdet undpolynomiell zeitbes
hränkt. Wir müssen eine Spra
he A ∈ P �nden sodass
L = {x | ∃p(|x|)y1.∀p(|x|)y2.(x, y1, y2) ∈ A }Es gilt x ∈ L ⇔ es existiert eine Folge von Kon�gurationen y von T auf Eingabe x,sodass, falls z = z1z2 . . . zk die in y getätigten und positiv beantworteten Anfragen andas SAT Orakel bezei
hnet und falls w = w1w2 . . . wk die in y1 getätigten und negativbeantworteten Anfragen an das SAT Orakel bezei
hnet, folgendes gilt:

• alle Re
hens
hritte in y1 erfolgen gemäÿ T
• alle z1 . . . zk ∈ SAT /* das ist von der Form ∃y′1 . . . */
• alle w1 . . . wl /∈ SAT /* das ist von der Form ∀y2 . . . */Die gewüns
hte Charakterisierung lässt si
h daraus ablesen.Bea
hte: zwei aufeinanderfolgende polynomiell bes
hränkte Existenzquantoren kön-nen dur
h einen einzigen ersetzt werden. �Abstrakte Notation
• ϕ, ψ bezei
hnen Formeln (Booles
h)
• |ϕ|, |ψ| bezei
hnet Länge der Formel
• η, η′ bezei
hnet Belegung (
odiert)
• η |= ϕ : Belegung η erfüllt Formel ϕKlar: {(η, ϕ) | η |= ϕ} ∈ P

SAT = {ϕ | ∃η : η |= ϕ} = {ϕ| ∃η.|η| ≤ |ϕ| ∧ η |= ϕ}

• C,C ′ bezei
hne S
haltkreise
|C|, |C ′| deren Länge bzgl fester sinnvoller Codierung

• C(ϕ) bezei
hne die Anwendung von C auf (
odierung von) ϕKlar: {(C, ϕ) | C(ϕ) = true} ∈ PBetra
hte:Test-SAT = {(C, 1n) | C hat n Eingabedrähte und für alle Formeln ϕ der Länge ngilt: C(ϕ) = true ⇔ ϕ ∈ SAT}O�ensi
htli
h gilt Test-SAT ∈ ΠP
2 , denn

(C, 1n) ∈ Test-SAT ⇔
∀ϕ : |ϕ| ≤ n : (C(ϕ) = true∨∀η.|η| ≤ n ⇒ η 6|= ϕ) ∧ (C(ϕ) = false∨∃η.|η| ≤ n ⇒
η |= ϕ)
⇔ ∀nϕ∀nη∃nη

′(C(ϕ) = true∨η 6|= ϕ) ∧ (C(ϕ) = false∨η′ |= ϕ)



2.5 Die Polynomielle Hierar
hie 19Lemma 1 (Selbstreduzierbarkeit von SAT)
TEST-SAT ∈ ΠP

1Beweis Betra
hte folgenden o�ensi
htli
h polynomiellen) Algorithmus:Eingabe: (C, ϕ, n)
x1, . . . , xn die Variablen von ϕIF C(ϕ) = false RETURN 'Angebli
h unerfüllbar'ELSE /* C(ϕ) = true*/ wähle b1 ∈ {true, false} sodass C(ϕ[x1 := b1] = truefalls ni
ht existent RETURN 'Widerspru
h!'...wähle bk ∈ {true, false} sodass C(ϕ[x1 := b1, . . . , xk := bk]) = truefalls ni
ht existent RETURN 'Widerspru
h!'IF [x1 7→ b1, . . . , xk 7→ bk] |= ϕ return 'erfüllbar'ELSE RETURN 'Widerspru
h!'Dieser Algorithmus erfüllt folgende Spezi�kationen:

• A(C, ϕ, n) = 'Angebli
h unerfüllbar' ⇔C(ϕ) = false

• A(C, ϕ, n) = 'Widerspru
h!' ⇒∃nψ.¬(C(ψ) = true ⇔ ψ ∈ SAT}
• A(C, ϕ, n) = 'erfüllbar' ⇒ ϕ ∈ SAT �Daraus folgt: (C, 1n) ∈ TEST-SAT ⇔ ∀nϕ

(C(ϕ) = false∧∀nη.η 6|= ϕ) ∨ (C(ϕ) = true∧A(C, ϕ, n) =′erfüllbar′).Das aber ist na
h Satz 16 in ΠP
1 .Satz 17 (Karp-Lipton)Falls ein Polynom p existiert derart dass ∀n.∃C.|C| ≤ p(n).TEST-SAT(C, 1n) (kurz: SAT ∈ P / poly) dann folgt:

ΣP
2 = ΠP

2Beweis Wir zeigen zunä
hst: ΠP
2 ⊆ ΣP

2 :Sei also L ∈ ΠP
2 und A ∈ P und r Polynom sodass:

x ∈ L⇔ ∀r(|x|)y∃r(|x|)z(x, y, z) ∈ ADa SAT NP-vollständig ist, gibt es eine Funktion f ∈ FP sodass:
x ∈ L⇔ ∀r(|x|)yf(x, y) ∈ SAT. Letzteres ist aber äquivalent zu ∃p(q(|x|))C.TEST-SAT(C, 1p(q(|x|)))∧
C(f(x, y)) = trueHier ist q so gewählt, dass |y| ≤ r(|x|) = |f(x, y)| ≤ g(|x|)Na
hdem TEST-SAT ∈ ΠP

1 ist folgt L ∈ ΣP
2Für die umgekehrte Ri
htung ΣP

2 ⊆ ΠP
2 argumentieren wir so: Falls L ∈ ΣP

2 dannist L ∈ ΠP
2 also na
h dem vorher Gezeigten ist L ∈ ΣP

2 und also L ∈ ΠP
2 �Aus Satz 16 ergibt si
h au
h unmittelbar, dass wenn ΣP

2 = ΠP
2 , dann au
h ΣP

i =
ΣP

2 für alle i ≥ 2. Man sagt dann: die PH kollabiert auf die zweite Stufe oder kürzer:die PH kollabiert. Der Satz von Karp-Lipton besagt also, dass sofern die PH ni
htkollabiert, es keine polynomiell groÿen S
haltkreise für SAT gibt.



20 3 PLATZKOMPLEXITÄT3 Platzkomplexität3.1 Grundlegende De�nitionenDe�nition 28Bei platzbes
hränkter Bere
hnung verwendet man Turingmas
hinen mit mindestenszwei Bändern. Auf das erste Band wird die Eingabe ges
hrieben.Dieses Band darf während der Bere
hnung ni
ht verwendet werden. Der Platzbedarf
SPACE(T (x)) der Bere
hnung einer sol
hen Mas
hine T auf Eingabe x ist de�niertals die Anzahl der Felder, die auf den verbleibenden Bändern benutzt werden.De�nition 29 (Platzkonstruierbare Funktion)
s : N → N platzkonstruierbar, falls TM existiert, die bei Eingabe x auf Ausgabeband
1s(|x|) ausgibt und dabei Platz O(s(|x|)) verbrau
ht.Beispiel 4
n, n2, 2n, logn, n log nDe�nition 30
DSPACE(s(n)) = {L | ∃ DTM T mit L = L(T ) und SPACE(T (x)) = O(s(|x|))}
NSPACE(s(n)) = {L | ∃ NTM T mit L = L(T ) und SPACE(T (x)) = O(s(|x|))}Bemerkung 21Analog zur Zeitkomplexität gibt es au
h für Platzkomplexität Hierar
hiesätze, die inetwa besagen:Mit mehr Platz lässt si
h au
h beweisbar mehr bere
hnen.Satz 18
DSPACE(s(n)) ⊆ DTIME(2O(s(n)))

NSPACE(s(n)) ⊆ DTIME(2O(s(n)))Beweis Eine s(n)-platzbes
hränkte TM hat 2O(s(n)) viele globale Kon�gurationen.In Zeit DTIME(2O(s(n))) kann die TM somit simuliert werden. �Bemerkung 22 (triviale Beoba
htung)
DTIME(t(n)) ⊆ DSPACE(t(n))Satz 19
DTIME(t(n)) ⊆ DSPACE( t(n)

log(n)
)

t(n)
log n

platzkonstruierbar
t(n) zeitkonstruierbarBeweis siehe z.B. Skriptum von Goldrei
h �Satz 20Falls L dur
h t(n) zeitkonstruierbare Einbandturingmas
hine ber. werden kann. so ist
L ∈ DSPACE(

√

t(n)) falls t(n), √

t(n) zeitkonstruierbar sind und t(n) ≥ n2.



3.2 Platzkomplexität und Ni
htdeterminismus 21Beweis siehe z.B. Bovet-Cres
enzi �De�nition 31 (wi
htige Platzklassen)
LOGSPACE (au
h L) : DSPACE(log n)
NLOGSPACE (au
h NL) : NSPACE(logn)
PSPACE :

⋃

k≥1 DSPACE(nk)Bemerkung 23 (Typis
he Probleme in LOGSPACE)1. Enthällt ein Graph eine bestimmte Kon�guration?2. Ist ein ungeri
hteter Graph zykelfrei?3. Addition4. Multiplikation(s
hwieriger)5. Erei
hbarkeit im ungeri
hteten Graphen (s
hwierig, Satz von Reingold)Bemerkung 24 (Typis
hes Probem in NLOGSPACE)Erei
hbarkeit in geri
hteten GraphenRaten eines Pfades unter Vergessen bisher besu
hter Knoten. Mitführen eines Zählersvon 1 . . . n Abbru
h na
h maximal n S
hritten (n = Zahl der Knoten)Bemerkung 25 (Typis
he Probleme in PSPACE)Verallgemeinerte Spiele n× n S
ha
h, Dame et
.Quanti�zierte Booles
he FormelnBemerkung 26(2O(log(n) = nO(1))
LOGSPACE ⊆ NLOGSPACE ⊆ P ⊆ PSPACE
LOGSPACE ( PSPACEEine der drei Inklusionen muss e
ht sein, da LOGSPACE wegen des Platzhierar
hie-satzes e
ht in PSPACE enthalten ist.Von keiner der drei ist es derzeit bekannt.3.2 Platzkomplexität und Ni
htdeterminismusSatz 21 (Satz von Savit
h)
s(n) platzkonstruierbar s(n) ≥ logn
NSPACE(s(n)) ⊆ DSPACE(s(n)2)Beweis Sei L ∈ NSPACE(s(n)) und T eine ni
htdeterministis
he TM. mit L = L(T )und SPACE(T (x)) ≤ s(n) n = |x|Sei V die Menge der globalen Kon�gurationen von T deren Bänder Gröÿe s(n) haben.Deren Zahl ist dur
h 2c·s(n) für ein c bes
hränkt.Bea
hte: hier geht die Voraussetzung s(n) ≥ log(n) ein, denn der Lesezeiger auf dasEingabeband verbrau
ht Platz log(n).Setze N := 2c·s(n) = Anzahl dieser globalen Kon�gurationen.



22 3 PLATZKOMPLEXITÄTFür g, g′ ∈ V s
hreibe (g, g′) ∈ E falls g′ mögli
he Ein-S
hritt Folgekon�guration in
T ist.S
hreibe s für Startkon�guration von T auf xS
hreibe t für die akzeptierende Endkon�guration (oBdA können wir annehmen, dasses genau eine sol
he gibt)Es gilt dann x ∈ L ⇔im Graphen (V,E) ein Pfad von s na
h t existiertDe�niere rekursive Prozedur reach(g, g′, i) sodass reach(g, g′, i) = true ⇔in (V,E) einPfad von g na
h g′ der Länge ≤ 2i existiert.
reach : V × V × N → boolEs gilt dann:
x ∈ L⇔ reach(s, t, i) = true für i = c · s(n)
reach(g, g′, i) =

if(i = 0)
if(g = g′ ∨ (g, g′) ∈ E)

return true
else return false

else :
for(g′′ ∈ V )

if(reach(g, g′′, i− 1) ∧ reach(g′′, g′, i− 1)) return : true
return : falseEin Sta
kframe ist gröÿenmäÿig dur
h O(s(n)) bes
hränkt.Rekursionstiefe = Sta
khöhe ≤ cs(n)Die gesamte Prozedur lässt si
h also in Platz O(s(n)2) auswerten.Alternativ: funktionale Version von rea
h:

reach(g, g′, 0) =

{

true if g = g′ or(g, g′) ∈ E

false sonst

reach(g, g′, i+ 1) = checkfrom(g0, g, g
′, i)

checkfrom(g′′, g, g′, i) =
reach(g, g′′, i)∧ reach(g′′, g′, i)∨ checkfrom(next(g′′), g, g′, i) Falls g′′ ni
ht die letzteKon�guration ist

checkfrom(g′′, g, g′, i) = reach(g, g′′, i) ∧ reach(g′′, g′, i) sonstHierbei sei g0, next(g0), next(next(go)), . . . eine beliebige Aufzählung von V.Auswerten von reach(s, t, cs(n)) führt auf Ausdrü
ke der Gröÿe O(s(n)2) �Korollar 22Erei
hbarkeit in Graphen ∈ DSPACE((log n)2)
NLOGSPACE ⊆ DSPACE((log n)2)
NSPACE(nO(1))
︸ ︷︷ ︸

=NPSPACE

= PSPACESatz 23 (Immerman-Szeleps
ényi)Sei s(n) ≥ log n platzkonstruierbar.
co-NSPACE(s(n) = NSPACE(s(n))Hierbei gilt:
co-NSPACE(s(n)) = {L|L ∈ NSPACE(s(n))}



3.2 Platzkomplexität und Ni
htdeterminismus 23Beweis Sei T eine s(n) platzbes
hränkte NTM für Σ. Sei V die Menge ihrer globalenKon�gurationen |V | ≤ 2cs(n)

s: Startkon�guration bei Eingabe x. |x| = n
t: akzeptierende Endkon�guration
E = {(g, g′)|g′ ist 1-S
hritt Folgekon�guration von g}
x ∈ L ⇔t ist von s aus in (V,E) ni
ht errei
hbar.Folgender ni
htdeterministis
her Algorithmus kann ACCEPT ausgeben gdw. tvon s aus ni
ht errei
hbar ist, also wenn x /∈ L(T ) ist. Ist x ∈ L(T ), so gibt derAlgorithmus auf jeden Fall FAIL aus. Ist aber x /∈ L(T ), so kann man die ni
htdeter-ministis
hen Ents
heidungen des Algorithmus so tre�en, dass ACCEPT ausgegebenwird. Bei unges
hi
kter Wahl dieser Ents
heidungen kann (und wird in den meistenFällen) trotzdem FAIL ausgegeben./* Invariant: 
ount = # Config rea
hable from s in <= i steps */i = 0;
ount = 1; /* Invariant ok */while (i <= N) {
ount' = 0; /* 
ount' is to be the new value of 
ount for i+1 */for (v:V) { /* for ea
h v we see whether it 
an be rea
hed from s in<=i+1 steps.*/if (v==s) {
ount'++;} else {
 = 0;found = false;for (u:V) { /* for ea
h u we 
he
k whether v is rea
hable froms with last step via u */guess path pi of length <=i starting from s;if (pi ends in u) {
++;if( (u,v):E ) {found=true; /* found a path of length<= i+1 from s to v (via u)*/}}}if (found) 
ount'=
ount'+1;else if (
<
ount) FAIL; /* We missed some of the u'srea
hable in <=i steps */else ;/* If !found and we haven't FAILed then indeed v isn'trea
hable from s in <=i+1 steps sowe don't need to update 
ount'.*/}}
ount = 
ount';i++;}/* At this point 
ount equals the number of 
onfigs rea
hable from s */
 = 0;found = false;for (v:V) {guess path pi of length <=N starting from s;



24 3 PLATZKOMPLEXITÄTif (pi ends in v) {if (v==t) found=true;
++;}}if (
<
ount || !found) FAIL;else ACCEPT;Beispiel 5Bere
hnung von 
ount:In ≤ 3 S
hritten seien 5 Knoten erei
hbarin ≤ 4 S
hritten seien 7 Knoten errei
hbarZu Begin der S
hleife sei i=3 und 
ount=5
• Wir können jetzt den Dur
hlauf der S
hleife so steuern, dass am Ende desRumpfes 
ount =7 ist.
• Egal wie der Dur
hlauf gesteuert wird, ist am ende 
ount = 7 oder es wurdeabgebro
hen (FAIL)
ount = 51. 1. Fall: t ni
ht errei
hbar Wir können dann T' na
h A

ept lenken:Rate für jeden erei
hbaren Knoten genau den Pfad der ihn errei
ht.2. 2. Fall: t ist errei
hbarEgal wie T ′ gesteuert wird errei
hen wir immer FAIL und ni
h a

ept.(a) Für t wurde der ri
htige Fall geraten ⇒FAIL(b) Für t wurde ni
ht der ri
htige Fall geraten ⇒
ount > r ⇒FAIL3.3 Ausdru
kskraft eines Sta
ksDe�nition 32 (s(n)-platzbes
hränkte TM mit STACK)Eine s(n)-platzbes
hränkte TM mit STACK hat neben einem read only Eingabebandeeine feste Zahl von s(n) platzbes
hränkte ArbeitsbänderZusätzli
h ein weiteres Arbeitsband S (STACK) wel
hes wie folgt einges
hränkt ist:1. Wird dur
h ein Quintupel das Band S verändert, so werden in diesem S
hrittalle anderen Bänder ni
ht verändert.2. Wird in einem Quintupel der S-Kopf na
h re
hts bewegt, so wird das aktuelle
S-Symbol ni
ht verändert. Im unmittelbar nä
hsten S
hritt wird ein S-Symbolbes
hrieben.



3.3 Ausdru
kskraft eines Sta
ks 253. Wird in einem Quintupel der S-Kopf na
h Links bewegt, so wird das aktuelle
S-Symbol mit � übers
hrieben.Sei x eine Eingabe. Mit V bezei
hnen wir die Menge aller Bes
hriftungen der Arbeits-bänder auÿer S und die Positionen der Köpfe auf all diesen Bändern.Für g, g′ ∈ V und s ∈ Σ s
hreiben wir:

(g, s)
TOP
−→ g′ falls g in g′ übergeht bei Lesen von s vom S-Kopf

(g, s)
POP
−→ g′ falls g übergeht in g′ bei lesen von s beim S-Bandes und bewegung des

S-Kopfes na
h links (na
h obrigen Regeln)
(g, s)

PUSH(s′)
−→ g′ falls g in g′ übergeht bei Lesen von s beim S-Band und Bewegungdes S-Kopfes na
h re
hts mit ans
hlieÿenden S
hreiben von s′Es sollte klar sein, wie aus der Mas
hinenbes
hreibung die Relationen TOP

−→,
POP
−→,

PUSH(s′)
−→abgelesen werden können.Eine sol
he Mas
hine akzeptiert ein Wort x, falls von der Startkon�guration g0(x)mit Sta
k enthällt nur $, s0die Kon�guration gA mit Sta
k $ erei
hbar ist (s0, $ festgewählt), wobei1. g0 die Startbes
hriftung zur Eingabe x ist2. gA akzeptierende Endbes
hriftung fest gewählt ist (Alle Bänder leer, Lesekopffür die Eingabe am Anfang)3. Im Verlauf der Bere
hnung wird das Feld mit Inhalt $nie besu
ht. Erst ganzzum S
hlussDe�nition 33

NSPACE(s(n)) + STACK ist die Menge aller Spra
hen die von sol
hen Mas
hinenerkannt werden.Satz 24 (Satz von Cook)
s(n) ≥ logn platzkonstruierbar
NSPACE s(n) + STACK = DTIME(2O(s(n)))Beweis ⊆:Sei T sol
h eine Mas
hine und eine Eingabe x vorgegeben.Wir de�nieren die Relation M wie folgt:
(g, s, g′) ∈M genau dann wenn
g, s→∗ g′, $und im Verlauf dieser Bere
hnung wurde $ ni
ht besu
ht.Klar. x ∈ L(T ) ⇔ (g0(x), s0, GA) ∈MWir werden jetzt die vollständige Wertetabelle von M ausre
hnen und dann die Fragedur
h Na
hgu
ken beantworten.
(g, s, g′) ∈M gilt genau dann, wenn das mithilfe folgender Regeln hergeleitet werdenkann.
g, s

POP
−→ g′ ⇒ (g, s, g′) ∈M

g, s
TOP
−→ g′, (g′, sg′′) ∈M =⇒ (g, s, g′′) ∈M
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g, s

PUSH(s′)
−→ g′, (g′, s′, g′′) ∈M, (g′′, s, g′′) ∈M ⇒ (g, s, g′′′) ∈MDur
h sukzessive Anwendung dieser drei Regeln kann in Zeit 2O(s(n)) die Wertetabelleaufgefüllt werden.

⊇:Sei T eine DTM, die 2c·s(n) zeitbes
hränkt ist. De�niere folgende Funktionen:
symb(x, t, p) := (a1, . . . ak) sodass ai steht na
h t S
hritten von T auf Eingabe x aufdem i-ten Band an Position p.
head(x, t) := (n1, . . . , nk) sodass bei Eingabe x steht der S
hreib/Lesekopf auf Band
i an der Position ni na
h t S
hritten
state(x, t) := Zustand von T bei Eingabe x na
h t S
hrittenRekursive De�nition:
smyb(x, 0, p) = if 0 ≤ p ≤ |x| then (xp,�, . . . ,�) else (�, . . . ,�)
head(x, 0) = (0, . . . , 0)
state(x, 0) = q0
symb(x, t+1, p) = F (symb(x, t, p), symb(x, t, p+1), symb(x, t, p−1), head(x, t), state(x, t))
state(x, t+ 1) = H(symb(x, t, head(x, t)), head(x, t), state(x, t))
state(x, t+ 1) = G(state(x, t, head(x, t)), state(x, t))Für F,G,H gegeben dur
h δ
T ist 2c·s(n) Zeitbes
hränkt.
⇒die Argumente der Fkt. symb, head, state sind dur
h O(s(x)) bes
hränkt
⇒Die Funktionen können daher auf einer (sogar det.) TM mit Sta
k und Platz
O(s(n)) bere
hnet werden. �3.4 LOGSPACE-Reduktionen und vollständige Probleme fürP und NLOGSPACEDe�nition 34 (E/A-TM)Eine (N)TM mit Ein- und Ausgabe ist eine (N)TM mit k ≥ 2 Bändern, das Band 1das Eingabeband (E) ist und Band k das Ausgabeband (A)

• E bleibt bei der Bere
hnung unverändert
• A wird nur einmal von links na
h re
hts bes
hrieben.Sei T eine E/A-(N)TM und x ∈ Σ∗. De�niere:

(N)SPACET (x) = Platzverbrau
h auf den Bändern 2 bis k − 1(der sparsamsten Bere
hnung im Falle von Ni
htdeterminismus.)De�nition 35 (FSPACE(f(n)))
g : Σ∗ → Σ∗ ∈ FSPACE(f(n)) :⇔es existiert det. E/A TM T , die g bere
hnet (bei Eingabe x steht g(x) auf demAusgabeband wenn T hält), so dass SPACET (x) = O(f(|x|))
FLOGSPACE = FSPACE(log n)Satz 25Sind f, g ∈ FLOGSPACE so auf g ◦ f



3.4 LOGSPACE-Reduktionen und vollständige Probleme für P und NLOGSPACE27Beweis Problem: g brau
ht log(|f(x)|) PlatzOkay da |f(x) ≤ p(|x|) Für ein Polynom.(es gibt 2O(log(|x|)) viele Kon�gurationen. Daher 2O(log(|x|) S
hritten: halten oder Zy-klus.)Aber man kann f(x) ni
ht zwis
henspei
hern.Lösung: on-the-�y bere
hnung von f(x)Gegeben E/A TMs TG udn Tf für g und f Simuliere die Hintereinanders
haltung von
Tf und Tg mit E/A TM T wie folgt:

• Baue Tf so um, dass das Ausgabeband nur auf einem Feld bes
hrieben wird.Auf diesem Feld steht das oberste Sta
ksymbol.
• T verhält si
h nun wie Tg. T liest jedo
h ni
ht vom Eingabeband, sondern vommodi�zierten Ausgabeband von Tf

T :Eingabeband:Bänder von Tf O(log(|x|))Pu�er = modi�zierte Ausgabeband von Tf O(1)Pu�erzähler O(log(f(x))) = O(log(p(x))) = O(log(x))Bänder von Tg O(log(f(x))) = O(log(x))AusgabebandWie simuliert T die Mas
hine Tg:z.B. Tg bewegt Eingabekopf na
h re
hts:
T erhält Pu�erzähler um 1
T bere
hnet mit dem mod Tf f(x) bis # Pu�erzähler-mal in den Pu�er ges
hriebenwurdeT liest vom Pu�er und simuliert Tg weiter �De�nition 36 (LOGSPACE-Reduktion)Seien A,B ⊆ Σ∗

A ≤L B :⇔ ∃f ∈ FLOGSPACE mit (x ∈ A⇔ f(x) ∈ B)Satz 26
∀A,B ⊆ Σ∗ gilt:1. A ≤L A (Re�exivität)2. A ≤L B und B ≤L C dann A ≤L C (TransitivitätBeweis 1. ist klar2. Folgt aus vorherigem SatzDe�nition 37 (NLOGSPACE-vollständig)
A ⊆ Σ∗ ist vollständig für NLOGSPACE falls



28 3 PLATZKOMPLEXITÄT1. A ∈ NLOGSPACE2. B ≤L A für alle B ∈ NLOGSPACEDe�nition 38 (P-vollständig)
A ⊆ Σ∗ ist vollständig für P falls1. A ∈ P2. B ≤L A für alle B ∈ PDe�nition 39 (REACH)Gegeben: Geri
hteter Graph G = (V,E), s, t ∈ VFrage: Gibt es einen Pfad von s na
h t in G?Bemerkung 27
UREACH ∈ LOGSPACE Re
hte-Hand-Regel.Satz 27
REACH ist NLOGSPACE-vollständigBeweis 1. REACH ∈ NLOGSPACE:Spei
here folgendes:Einen akt. Knoten v ∈ Veinen ZählenStarte mit v = s und n = 0Rate Na
hfolger v′ von v mit (v, v′) ∈ Eetze v := v′ und n = n + 1Akzeptiere falls v = t erwerfe falls n = |V |2. Sei A ∈ NLOGSPACE

⇒es existiert NTM T mit L(T ) = A und NSPACET (x) = c · log(|x|)OBdA hat T nur eine globale Endkon�guration E T besitzt bei Eingabe x
2O(log(|x|)) = O(p|x|)) viele globale Kon�gurationen.Betra
hte Gx = (V,E) mit V = Globale Kon�gurationen von T bei eingabe x
E = {(k, k′)| T kommt in einem S
hritt von k na
h k′}Jetzt gilt:
x ∈ A⇔ (Gx, S, E) ∈ REACH
Gx kann aber aus x in LOGSPACE bere
hnet werden: zähle systematis
h allePaar von (k, k′) von Kon�gurationen auf und Prüfe ob k →1 k

′
�De�nition 40 (HORN-SAT)Gegeben: KNF F mit maximal einem positiven Literal pro Klausel. (oBdA: 3 literale)Frage: Ist F erfüllbar?Satz 28

HORN-SAT ist vollständig für P



3.4 LOGSPACE-Reduktionen und vollständige Probleme für P und NLOGSPACE29Beweis Sei eine polynomialzeitbes
hränkte DTM M vorgegeben und Eingabe x ∈ Σ∗Wir konstruieren eine Menge HORN Formeln H , sodass H unerfüllbar ist ⇔M dieEingabe x akzeptiert.Variablen:
Band(i, t, a) = für i ≤ T, t ≤ T, a ∈ Σ, T = max Laufzeit von M auf x (polynomiellbes
hränkt in |x|)
Kopf(i, t) für i, t ≤ T
Zustand(t, q) für t ≤ Tq ∈ QM

X(i, t, b, q′, d) für i, t ≤ T , b ∈ Σ, q′ ∈ Qm, d ∈ {−1, 0, 1} Klauseln:
→ Kopf(0, 0) /* Am Anfang steht der Kopf an Pos. O
→ Zustand(0, q0)
→ Band(i, 0, xi) für i = 0, . . . , |x| − 1, x = x0x1 . . . → Band(i, 0,�) für i ≥ |x|falls δ(a, q) = (b, q′, d) d ∈ {−1, 0, 1}:
Kopf(i, t),Band(i, t, a),Zustand(t, q) → X(i, t, b, q′, d)
X(i, t, b, q′, d) → Zustand(t+ 1, q′)
X(i, t, b, q′, d) → Band(i, t+ 1, b)
X(i, t, b, q′, d) → Kopf(i+ d, t+ 1)
Zust(T, qx) → false
Kopf(i, t),Band(j, t, a) → Band(j, t+ 1, a) für i, j, t ≤ T, i 6= j, a ∈ ΣBemerkung: false ist genau dann herleitbar, wenn M auf |x| akzeptiert.Beoba
htung: die obige Klauselmenge kann aus M und x in LOGSPACE bere
hnetwerden.Bemerkung 28 (Erinnerung)
PSPACE = DSAPCE(nO(1)) = NSPACE(nO(1)) (wegen Satz von Savit
h)
NSPACE(n2) ist wahrs
heinli
h ni
ht in DSPACE(n2) enthalten aber sehr wohl in
DSPACE(n4)De�nition 41 (Quanti�zierte Booles
he Formeln)Quanti�zierte Booles
he Formeln sind dur
h folgende Gramatik gegeben: ϕ, ψ ::==
X|ϕ ∧ ψ |ϕ ∨ ψ|¬ϕ|∀X.ϕ|∃X.ϕEine QBF ist ges
hlossen, wenn sie keine freien Variablen enthällt.(alle vorkommenden Variablen sind dur
h ∀ oder ∃ gebunden)Das Problem QBF besteht darin, zu gegebener ges
hlossener QBF ϕ den Wahrheits-wert zu bestimmen.Bemerkung 29
SAT und TAUT sind Speziallfälle von QBFDe�nition 42 (Formale Semantik von QBF)Sei η eine Belegung der Variablen.Wie de�nieren rekursiv:
η |= ϕ (ϕQBF
η |= X ⇔ η(X) = true
η |= ϕ ∧ ψ ⇔ η |= ϕ und η |= ψ
η |= ϕ ∨ ψ ⇔ η |= ϕ oder η |= ψ
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η |= 6= ϕ⇔ η 6|= ϕ
η |= ∀X.ψ ⇔ η[X 7→ true] |= ψ und η[X 7→ false] |= ψ
η |= ∃X.ψ ⇔ η[X 7→ true] |= ψ oder η[X 7→ false] |= ψSatz 29
QBF ∈ PSPACEBeweis Die Klauseln rekursiv ausprogrammieren. Rekursionstiefe, sowie Sta
kfra-mes haben lineare Gröÿe �Satz 30
GBF ist PSACE vollständigBeweis Sei M polynomiell platzbes
hränkte TM, Eingabe x vorgegeben.
V = Menge der globalen Kon�gurationen
E = {(v, v′)|v, v′ ∈ V, v′ Ein-S
hritt-Na
hfolger von v}
s Startkon�guration, t akzeptierende Endkon�guration
x ∈ LM ⇔ (s, t) ∈ E∗Erinnerung:
x ∈ Lm ⇔ REACH(s, t, T ) T sodass 2T > |V |
REACH(u, v, 0) ⇔ (u, v) ∈ E oder u = v
REACH(e, v, t+ 1) ⇔ ∃w.REACH(u, w, t) ∧ REACH(w, r, t)Codiere globale Kon�guration dur
h booles
he Variablen (T Stü
k)De�niere für i = 0, . . . T QBF Formel:
ϕi(u, v) in 2T Variablen, sodass ϕi(u, v) ⇔ REACH(u, v, i)
ϕ0(u, v) :⇔ u = v oder (u, v) ∈ E
ϕi + 1(u, v) :⇔ ∃w.ϕi(u, w) ∧ ϕi(w, v) (∗) gib aus ϕT (i, t)Dies ist no
h keine Polynomielle Reduktion da |ϕi(u, v)| = Ω(2i)Ersetze (∗) dur
h:
∃w.∀y, t(y = u ∧ z = w → ϕi(y, z)) ∧ (y = w ∧ z = v → ϕi(y, z)Besser no
h:
∃w∀y, z : ((y = u ∧ z = w) ∨ (y = w ∧ z = v)) ⇒ ϕi(y, z)

EXP
PSPACE

PH...
ΣP

2 ΠP
2

NP co-NP
P
NL
L

�

Bemerkung 30Ermittlung von Gewinnposition in Spielen, deren Positiongröÿe und Spieldauer poly-nomiell bes
hränkt ist, ist in PSPACE, denn man kann das Problem in QBF formu-lierenOft sind sol
he Spiele au
h PSPACE vollständig



314 Programmierspra
hen und Komplexität4.1 Bes
hränkte Notationsrekursion, Satz von Cobham (1965)De�nition 43 (Notationsrekursion)Sei g eine n-Stellige Funktion auf N und h eine n + 2-Stellige FunktionAus g und h wird die n + 1-stellige Funktion f dur
h Notationsrekursion de�niert,wenn gilt:
f(0, ~x) = g(~x)
f(x, ~x) = h(x, f(x

2
, ~x) falls x > 0Man s
hreibt: f = rec(g, h)De�nition 44 (Grundfunktionen)1. 'Na
hfolger': S0(x) = 2x S1(x) = 2x+ 12. 'Vorgänger': p(x) = x

23. 'Null' : 04. 'Fallunters
heidung' : coud(x, y, z, w) =







y fallsx = 0

z falls x gerade und > 0

w falls x ungerade5. 'Projektion': projni (~x) = xiBemerkung 31Rekursionstiefe einer dur
h Notationsrekusion de�nierten Funktion f = rec(g, h)
f(x, ~x) ist log x ≈ |x|Hier: |x| = Länge der Binärdarstellung von x = ⌈log2(x+ 1)⌉
S1(11012

︸ ︷︷ ︸

=1310

) = 1101
︸︷︷︸

=2710

S0(1101) = 11010
p(11011) = 1101
p(1101101) = 110110
concat(x, y) = x2|y| + y
concat(x, 0) = x
concat(x, S0(y)) = S0(concat(x, y)) Falls y > 0
concat(x, S1(y)) = S1(concat(x, y))Formal:
concat’ = rec(g, h) wobei:
g(x) = x
h(y, z, x) = cond(y, 0, S0(z), S1(z))
concat(x, y) = concat’(y, x)Satz 31Die Klasse der Funktionen, die aus den Grundfunktionen mit Notationsrekursion undKomposition gebildet werden kann, ist glei
h der Klasse der primitiv rekursiven Funk-tionen



32 4 PROGRAMMIERSPRACHEN UND KOMPLEXITÄTBeweis De�niere:
code(x) = 2x

decode(x) = |x|Ist f(~x) primitiv rekursiv, so gibt es eine Funktion f# die mit Notationsrekursionde�nierbar ist, sodass gilt:
decode

(
f#(code(x1), . . . , code(xn))

)
= f(x1, . . . xn)De
ode und 
ode sind ebenfalls de�nierbar und daraus erhält man Def. von fIntuittion:

f(0) = 1
f(x) = concat(f(x

2
), f(x

2
))

|f(0)| = 1
|f(x)| = 2|f(x

2
)|

|f(x)| = 2|x| �De�nition 45 (bes
hränkte Notationsrekursion (Cobham))
g: n-stellig, h : n+ 2 Stellig, k : n+ 1 Stellig
f = brec(g, h, k) (f entsteht aus g,h, k dur
h bes
hränkte Notationsrekursion) wenngilt:
f(0, ~x) = g(~x)
f(x, ~x) = h(x, f(x

2
, ~x), ~x)

f(x, ~x) ≤ k(x, ~x)Bemerkung 32
brec(g, h, k) ist nur wohlgeformt, falls die dritte Formel giltBemerkung 33 (Alternative De�nition)
f(0, ~x) = g(~x)
f(x, ~x) = min(k(x, ~x), h(x, f(x

2
, ~x), ~x))De�nition 46

x#y = 2|x|·|y|es gilt: |x#y| = |x| · |y|Satz 32 (Cobham)Die Klasse der Funktionen, die mit den Grundfunktionen 0, S0, S1, p, cond, proj,#dur
h bes
hränkte Notationsrekursion und Komposition de�nierbar sind ist glei
h FP(Polynomielle Zeit)Also brec = FPBeweis brec ⊆ FP Dur
h Induktion über Darstellung.Grundfunktionen ∈ FPKomposition, da FP unter Komposition abges
hlossen ist.
brec:ind g, h, k ∈ FP so au
h brec(g, h, k) falls wohlgeformt:



4.2 Si
here Rekursion na
h Bellantoni-Cook 33Rekursionstiefe für f(x, ~x) ist |x|Gröÿe der Zwis
henergebnisse ist bes
hränkt dur
h |k(x, ~x) (oBdA k monoton)
FP ⊆ brec Mithilfe von # als S
hranke lässt si
h 
on
at de�nieren.
| concat (x, y) | = |x| + |y| ≤ (|x| + 1) (|y| + 1) = |S0(x)#S1(y)|Es gilt sogar concat (x, y) ≤ S1 (x) #S1((x)Mit concat und # erhällt für jedes Polynom p eine Funktion, sodass
f (|x|) = |fp (x) |Ein S
hritt Funktion einer TM kann somit mit bre
 und fp polynomiell lang iteriertwerden. �Bemerkung 34 (Bes
hränkte Arithmetik)Grundfunktionen S0, S1, cond,#, . . .Notationsinduktion:
ϕ(0) ∧

(
∀x.ϕ

(
x
2

)
→ ϕ(x)

)
→ ∀x.ϕ(x)Für Formeln der Form:

ϕ(x) = ∃y ≤ t.ψ(x, y)in ψ(x, y) sind alle Quantoren der Form:
∃z ≤ |t| ∀z ≤ |t|Satz 33 (Buss)Ist ∀x.∃y.ψ(x, y) beweisbar, so gibt es FP Funktion, die zu jedem x ein passendes y�ndet.4.2 Si
here Rekursion na
h Bellantoni-Cook1992 stellen Bellantoni, Cook eine Variante von Cobhams System vor, die ohne ex-plizite S
hranken auskommt.De�nition 47Die Variablen einer Funktion werden in 'si
her' und 'normal' eingeteilt.Je mehr Variablen si
her sind, umso besser.Das System BC (Belantoni Cook) besteht aus allen Funktionen die mit den folgendenRegeln de�niert werden können:Notation: f(~x; ~y) bedeutet: die ~x sind normal, die ~y sind si
her.

• Grundfunktionen: 0, S0(; x), S1(; x), p(; x), cond(; x, y, z, w)Alle Argumente der Grundfunktionen sind si
her.
• Projektionen: proj(~x; ~y) = xi, proj(~x; ~y) = yi

• Komposition:
f (~x; ~y) = g (u1 (~x; ) , . . . , um (~x; ) ; v1 (~x; ~y) , . . . , vn(~x; ~y))Falls y, ~u,~v ∈ BC so au
h fWill man eine Funktion in eine normale Argumentationsposition einsetzen, somüssen all ihre Argumente vorher auf normal herabgestuft werden (Formaldur
h Komposition mit einer Projektion)



34 4 PROGRAMMIERSPRACHEN UND KOMPLEXITÄT
• Si
here Notationsrekursion:
f (x, ~x; ~y) =

{

g(~x; ~y) falls x = 0

h(x, ~x; f
(

x
2
, ~x, ~y

) falls x > 0Sind g, h, aus BC so au
h fRekurriert wird nur über normale Argumente.Zugri� auf Ergebnisse rekursiver Aufrufe kann nur über si
here Argumente er-folgen.Man s
hreibt: f = srec(g, h)Beispiel 6
concat(y, x) = x · 2|y| + y
concat(0, x) = x
concat(y, x) = cond

(
y, S0

(
concat

(
y

2
, x

))
, S1

(
concat’

(
y

2
, x

)))Da über y rekurriert wird muss y als normal eingestuft werden.x kann als si
her eingestuft werden.Verwendung der rekursiven Aufrufe erfolgt über si
here Positionen.Formal:
g(; x) = x
h(y; z, x) = cond (; y, 0, S0 (; z) , S1 (; z))Formal ist h eine si
here Komposition aus cond(; u, v, w, z) und proj(y; z, x) = y und
O(y; z, x) = 0 und w(y; z, x) = S0(z) und v(y; z, x) = S1(; z).
concat = srec(g, h)Ist das folgende legal in BC?:
f(0; ) = S1(; 0)
f(x; ) = concat(f(x/2; ); f(x/2; ))Hier wäre: h(x; z) = concat(z; z)
h(x; z) = Komposition von concat(u; v) mit
u(x; z) = z und v(x; z) = z ist ni
ht legal, da si
here Variable in normale Position ueingesetzt wurde.Folgende De�nition ist aber legal:

f(0, y; ) = y
f(x, y; ) = concat(y; f(x/2, y;Was ist |f(x, y; )| als Funktion von |x| und |y|?


